
Ïðèêëàäíûå ìåòîäû àíàëèçà � 2024

1 Èíòåãðàëû òèïà Êîøè è èõ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ

2 Îáîáùåííûå ôóíêöèè

3 Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè è êðàåâûå çàäà÷è

Ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé â Rn íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f = f(x1, . . . , xn), óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆f = 0, ãäå ∆ =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

� îïåðàòîð Ëàïëàñà. Íèæå

ìû ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè
x, y (n = 2). Â ýòîì ñëó÷àå òåîðèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé òåñíî ñâÿçàíà ñ òåîðèåé
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z = x+ iy.

Óðàâíåíèå Ëàïëàñà è ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ãàðìîíè÷åñêîé â
îáëàñòè D ⊂ C ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ u(x, y), îáëàäà-
þùàÿ â ýòîé îáëàñòè íåïðåðûâíûìè âòîðûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0.

Çäåñü ∆ = ∂2
x + ∂2

y = 4∂z∂z̄ � îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ïëîñêîñòè.

Ìåæäó ãàðìîíè÷åñêèìè è ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü.

Òåîðåìà. Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ôóíêöèè f = u+ iv, îäíîçíà÷íîé è
ãîëîìîðôíîé â îáëàñòè D, ÿâëÿþòñÿ â ýòîé îáëàñòè ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà ux = vy è uy = −vx:

uxx + uyy = (vy)x + (−vx)y = 0, vxx + vyy = (−uy)x + (ux)y = 0.

Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü äèôôåðåíöèðîâàòü óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà âûòåêàåò èç
òîãî, ÷òî ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ïðîèçâîäíûìè âñåõ ïîðÿäêîâ.
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Äâå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè u, v, ñâÿçàííûå óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà (ò.å. äåé-
ñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè íåêîòîðîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè), íàçûâàþòñÿ ñîïðÿ-
æåííûìè.

Òåîðåìà. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè u(x, y), ãàðìîíè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D,
ìîæíî íàéòè ñîïðÿæåííóþ ñ íåé ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ v(x, y) (à çíà÷èò, è
ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f òàêóþ, ÷òî u = Re f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì ∆u = 4∂z̄(∂zu) = 0, îòêóäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ
2∂zu = ux− iuy ãîëîìîðôíà â D. Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D îíà èìååò ïåðâîîáðàçíóþ
f = U + iV . Òîãäà

f ′ = ux − iuy = Ux + iVx = Ux − iUy

(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà äëÿ U, V ). Îòñþäà çàêëþ-
÷àåì, ÷òî Ux = ux, Uy = uy èëè (U − u)x = (U − u)y = 0 â D. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
U − u = const. Âû÷èòàÿ ýòó êîíñòàíòó èç f , ïîëó÷èì ãîëîìîðôíóþ â D ôóíêöèþ,
äëÿ êîòîðîé Re f = u, à Im f = v � ñîïðÿæåííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Â íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè ñóùåñòâóþò ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, íå ÿâëÿþùèå-
ñÿ âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè ãîëîìîðôíûõ. Íàïðèìåð, D = C \ {0}, u = log |z| =
1
2
log(x2 + y2). Òîãäà ôóíêöèÿ 2∂zu = 1/z íå èìååò îäíîçíà÷íîé ïåðâîîáðàçíîé â D.

Ñîïðÿæåííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íà (ðàâíà arg z).

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñâîéñòâ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

� Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü: Ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè âñåõ ïîðÿäêîâ, ïðè÷åì âñå îíè òîæå ãàðìîíè÷íû.

Ýòî ñëåäóåò èç áåñêîíå÷íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè f .

� Òåîðåìà î ñðåäíåì: u(z) =
1

2π

∫ 2π

0
u(z + reiφ)dφ.

� Ïðèíöèï ìàêñèìóìà: Îòëè÷íàÿ îò ïîñòîÿííîé ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íå
ìîæåò äîñòèãàòü ýêñòðåìóìà âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ýòî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ìàêñèìóìà (èáî ìèíèìóì u ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì äëÿ

−u). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � ÷òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå z0.

Â îêðåñòíîñòè z0 ðàññìîòðèì îäíîçíà÷íóþ ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f(z) òàêóþ, ÷òî

Ref = u. Ôóíêöèÿ ef ãîëîìîðôíà, à åå ìîäóëü äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â z0, ÷òî íåâîç-

ìîæíî ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà ìîäóëÿ.

� Àíàëîã òåîðåìû Ëèóâèëëÿ: Åñëè ôóíêöèÿ u ãàðìîíè÷íà íà C è îãðàíè÷åíà
ñâåðõó (u(z) ≤ M âåçäå â C), òî u = const.

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, ïðèìåíåííîé ê g = ef (|g| ≤ eM âåçäå â C).

Âîò åùå íåêîòîðûå ïðîñòûå, íî âàæíûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ u(z) ãàðìîíè÷íà â îáëàñòè D è z = g(ζ) � ãîëîìîðôíàÿ â
íåêîòîðîé îáëàñòè G ôóíêöèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîé ëåæàò â D, òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
u(g(ζ)) ãàðìîíè÷íà â G.

2



Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì (áûòü ìîæåò, ìíîãîçíà÷íóþ) ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ
f(z), äëÿ êîòîðîé u = Ref . Ôóíêöèÿ F (ζ) = f(g(ζ)) ãîëîìîðôíà â G, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, U(ζ) = Ref(g(ζ)) = ReF (ζ) ãàðìîíè÷íà â G.

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íå ïåðåíîñèòñÿ ïîëíîñòüþ
íà ãàðìîíè÷åñêèå, èáî ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå íà ëèíèÿõ, âîâñå íå
îáÿçàíû ñîâïàäàòü â îáëàñòè. (Íàïðèìåð, íà ëèíèÿõ óðîâíÿ îíè ïðèíèìàþò ïîñòîÿí-
íûå çíà÷åíèÿ, ñàìè íå áóäó÷è ïîñòîÿííûìè.) Òåì íå ìåíåå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè äâå ôóíêöèè, ãàðìîíè÷åñêèå â îáëàñòè D, ñîâïàäàþò â êàêîé-
ëèáî îáëàñòè D1 ⊂ D, òî îíè ñîâïàäàþò è âåçäå â D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçíîñòü u ýòèõ ôóíêöèé ãàðìîíè÷íà è ðàâíà 0 â D1. Ðàññìîòðèì
(áûòü ìîæåò, ìíîãîçíà÷íóþ) ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f(z), äëÿ êîòîðîé u = Ref . Â
îáëàñòè D1 ñîïðÿæåííàÿ ñ u ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v ïîñòîÿííà â ñèëó óñëîâèé
Êîøè-Ðèìàíà. Ñëåäîâàòåëüíî, f ïîñòîÿííà â D1, à çíà÷èò, è âî âñåé îáëàñòè D. Íî
òîãäà è u ïîñòîÿííà â D è ðàâíà òàì, ñëåäîâàòåëüíî, íóëþ.

Èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Íà÷íåì ñ ñîâñåì
ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ u(z) ãàðìîíè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D è íåïðåðûâíà
âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â D, òî∮

∂D

∂u

∂n
ds = 0,

ãäå ∂/∂n � ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè, à ds = |dz| � äèôôåðåíöèàë äóãè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â D ñîïðÿæåííóþ ê u ãàðìîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ v; îíà
îäíîçíà÷íà â ñèëó îäíîñâÿçíîñòè D. Ïîëüçóÿñü óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà â âèäå

∂u

∂n
=

∂v

∂s
,

çàêëþ÷àåì, ÷òî
∮
∂D

∂u

∂n
ds =

∮
∂D

∂v

∂s
ds =

∮
∂D

dv = 0.

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé âàðèàíò ôîðìóëû Ãðèíà. Äëÿ ëþáûõ
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ â îáëàñòè D ôóíêöèé f, g ñïðàâåäëèâà èí-
òåãðàëüíàÿ ôîðìóëà∮

∂D
f∂ng ds =

∫
D
(∇f ·∇g)dxdy +

∫
D
f∆g dxdy.

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî åñëè u1, u2 � ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â D, òî∮
∂D

u1
∂u2

∂n
ds =

∮
∂D

u2
∂u1

∂n
ds.
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Òåîðåìà. Ïóñòü u(z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D, òîãäà

1

2π

∮
∂D

(
u(z)∂n log |z − a| − ∂nu(z) log |z − a|

)
ds =

{
u(a) ïðè a ∈ D
0 ïðè a ∈ C \ D

ãäå íîðìàëü íàïðàâëåíà íàðóæó îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò ïðè a ∈ C \ D ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû,
ò.ê. log |z− a| â ýòîì ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü a ∈ D. Âûðåæåì âîêðóã
òî÷êè a ìàëåíüêèé êðóã Uρ = {|z − a| < ρ} è ïðèìåíèì òîëüêî ÷òî äîêàçàííóþ
ôîðìóëó ê îáëàñòè Dρ = D \ Uρ:∮

∂Dρ

(
u(z)∂n log |z − a| − ∂nu(z) log |z − a|

)
ds = 0.

Âûïèñàâ îòäåëüíî èíòåãðàëû ïî êàæäîé êîìïîíåíòå ãðàíèöû, áóäåì èìåòü (ñ ó÷åòîì
íàïðàâëåíèÿ íîðìàëè íàðóæó):∮

∂D

(
u(z)∂n log |z − a| − ∂nu(z) log |z − a|

)
ds

=
∮
∂Uρ

u(z)∂n log |z − a| ds−
∮
∂Uρ

∂nu(z) log |z − a| ds

Ïîñêîëüêó log |z − a| = ρ íà ãðàíèöå êðóãà, âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí

0. Â ïåðâîì èíòåãðàëå èìååì ∂n log |z − a| = ∂r log r
∣∣∣
r=ρ

= 1/ρ. Ñëåäîâàòåëüíî,

∮
∂D

(
u(z)∂n log |z − a| − ∂nu(z) log |z − a|

)
ds =

1

ρ

∮
∂Uρ

u(z) ds = 2πu(a),

ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè ρ → 0.

Çàäà÷à Äèðèõëå è ôóíêöèÿ Ãðèíà. Ôîðìóëèðîâêà êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõ-
ëå ñëåäóþùàÿ. Äàíà îáëàñòü D ñ (äëÿ ïðîñòîòû ãëàäêîé) ãðàíèöåé è íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ h : ∂D → R. Òðåáóåòñÿ íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ â D è íåïðåðûâíóþ â D
ôóíêöèþ u òàêóþ, ÷òî u = h íà ãðàíèöå.

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à
Äèðèõëå ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü u1,2 � äâà
ðåøåíèÿ ñ îäíîé è òîé æå ãðàíè÷íîé ôóíêöèåé. Òîãäà u = u1−u2 åñòü ãàðìîíè÷åñêàÿ
â D ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ 0 íà ãðàíèöå. Ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, ïðèìåíåííîãî ê u è
−u, îíà ðàâíà 0 è âåçäå â îáëàñòè, ò.å. u1 = u2.

Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è
Äèðèõëå â îáëàñòè D (èëè ïðîñòî ôóíêöèè Ãðèíà îáëàñòè D). Ôóíêöèåé Ãðèíà G
îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ G(z, ζ) íà D× D òàêàÿ, ÷òî

à) ôóíêöèÿ g(z, ζ) = G(z, ζ)−log |z−ζ| ãàðìîíè÷íà ïî z ïðè ëþáîì ζ è ãàðìîíè÷íà
ïî ζ ïðè ëþáîì z;

á) G(z, ζ) = G(ζ, z);
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â) G(z, ξ) = 0 ïðè âñåõ z ∈ D è ξ ∈ ∂D (ò.å. ôóíêöèÿ Ãðèíà ðàâíà 0 íà ãðàíèöå).

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå à) ìîæíî çàïèñàòü êàê

∆zG(z, ζ) = ∆ζ(z, ζ) = 2πδ(z − ζ).

Òîò æå àðãóìåíò, ÷òî è âûøå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà åäèíñòâåííà.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åå ñóùåñòâîâàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ áèãîëîìîðôíûì (êîíôîðì-
íûì) îòîáðàæåíèåì w : D → U îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé äèñê, ñóùåñòâóþùèì â
ñèëó òåîðåìû Ðèìàíà. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå

G(z, ζ) = log

∣∣∣∣∣ w(z)− w(ζ)

1− w(z)w(ζ)

∣∣∣∣∣
óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê ôóíêöèè Ãðèíà. Îòìåòèì, ÷òî
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå w íå åäèíñòâåííî, ïîñêîëüêó ó åäèíè÷íîãî äèñêà ñóùå-
ñòâóþò íåòðèâèàëüíûå êîíôîðìíûå àâòîìîðôèçìû. Åäèíñòâåííîñòü îòîáðàæåíèÿ
w äîñòèãàåòñÿ íàëîæåíèåì óñëîâèé íîðìèðîâêè: íàïðèìåð, w(a) = 0 äëÿ íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè a ∈ D, w′(a) ∈ R+. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà íå
çàâèñèò îò íîðìèðîâêè êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ w(z).

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé â D ôóíêöèè u ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u(z) =
1

2π

∮
∂D

u(ξ)
∂

∂nξ

G(z, ξ)|dξ|,

êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñ åå çíà÷åíèÿìè âî âíóòðåííîñòè è
òåì ñàìûì ïîäñêàçûâàåò ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå. ×òîáû óáåäèòüñÿ
â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé ôîðìóëû, çàïèøåì

G(z, ζ) = log |z − ζ|+ g(z, ζ),

ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè log |z − ξ| := log r è âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûìè ôîðìó-
ëàìè äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé:∮
∂D

(
u∂nG−G∂nu)|dξ| =

∮
∂D

(
u∂n log r − ∂nu log r

)
|dξ|︸ ︷︷ ︸

2πu(z)

+
∮
∂D

(
u∂ng − g∂nu)|dξ|︸ ︷︷ ︸

0

= 2πu(z).

Îñòàåòñÿ âñïîìíèòü, ÷òî G(z, ξ) = 0 ïðè ξ ∈ ∂D. Â ÷àñòíîñòè, ïðè u(z) = 1 èìååì
ôîðìóëó

1

2π

∮
∂D

∂

∂n
G(z, ξ)|dξ| = 1.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå òàêîâà:

u(z) =
1

2π

∮
∂D

h(ξ)∂nξ
G(z, ξ)|dξ|.

Âûðàæåíèå P (z, ξ) = ∂nξ
G(z, ξ) (ãäå ξ ∈ ∂D) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ïóàññîíà. Åñëè z

ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå ãðàíèöû, îòëè÷íîé îò ξ, òî P (z, ξ) → 0, íî åñëè z → ξ, òî P (z, ξ) →
∞. Ïîýòîìó ïðè ñòðåìëåíèè z ê òî÷êå ãðàíèöû ÿäðî Ïóàññîíà â ïðåäåëå óñòðîåíî
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êàê δ-ôóíêöèÿ íà ãðàíèöå, îòêóäà ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì ìåõàíèçì äåéñòâèÿ ôîðìóëû
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå.

Ïóñòü ν = nx + iny � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ê êðèâîé γ = ∂D, ïðåäñòàâ-
ëåííûé êàê êîìïëåêíîå ÷èñëî. Åãî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
w(z) îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã:

ν(z) = −i
dz

|dz|
= −i

dz

dw

dw

|dz|
= −i

1

w′(z)

dww

w|dz|
=

|w′(z)|w(z)
w′(z)

(ò.ê. |dw| = −idw/w). Âû÷èñëèâ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ îò G ñîãëàñíî ïðàâèëó
∂n = nx∂x + ny∂y = ν∂z + ν̄∂z̄, áóäåì èìåòü ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ÿäðî Ïóàññîíà
÷åðåç êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã:

P (z, ξ) = |w′(ξ)| 1− |w(z)|2

|w(ξ)− w(z)|2
.

Çàäà÷à Äèðèõëå â åäèíè÷íîì äèñêå. Äëÿ åäèíè÷íîãî äèñêà ôóíêöèÿ Ãðèíà

âûðàæàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé G(z, ζ) =

∣∣∣∣∣ z − ζ

1− zζ̄

∣∣∣∣∣, à ÿäðî Ïóàññîíà
P (z, eiθ) =

1− |z|2

|eiθ − z|2
= Re

eiθ + z

eiθ − z
=

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − φ)
, z = reiφ.

Ñîãëàñíî äîêàçàííîé âûøå èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå,

1

2π

∫ 2π

0
P (z, eiθ)dθ = 1 äëÿ âñåõ z ∈ U.

Äîêàæåì, ÷òî â åäèíè÷íîì äèñêå U çàäà÷à Äèðèõëå âîññòàíîâëåíèÿ ãàðìîíè÷å-
ñêîé ôóíêöèè u ïî åå ãðàíè÷íîìó çíà÷åíèþ h ðåøàåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà

u(reiφ) =
1

2π

∫ 2π

0

1− r2

1 + r2 − 2r cos(θ − φ)
h(eiθ)dθ

Ôóíêöèÿ h ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî à) ôóíêöèÿ u � ãàðìîíè÷åñêàÿ â U , á) lim
z→ζ0

u(z) = h(ζ0), |ζ0| = 1.

Óòâåðæäåíèå à) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ u ñîâïàäàåò ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ
ôóíêöèè

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
u(eiθ)dθ,

ãîëîìîðôíîé â U . Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðè z ñòðåìÿùåìñÿ ïî òî÷êàì U ê ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êå ζ0 = eiθ0 ∈ ∂U , çíà÷åíèå u(z) ñòðåìèòñÿ ê h(eiθ0). Âñïîìíèâ, ÷òî
1
2π

∫ 2π
0 P (z, eiθ)dθ = 1, çàïèøåì ðàçíîñòü ìåæäó ôóíêöèåé u(z) è åå ïðåäïîëàãàåìûì

ïðåäåëîì â âèäå

u(z)− h(ζ0) =
1

2π

∫ 2π

0
P (z, eiθ)

(
h(eiθ)− h(eiθ0)

)
dθ.
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Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè h äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ θ è θ0 òàêèõ, ÷òî |θ − θ0| < δ èìååì

|h(eiθ)− h(eiθ0)| < ε.

Ïåðåïèøåì íàø èíòåãðàë â âèäå u(z)− h(eiθ0) = I1 + I2, ãäå

I1 =
1

2π

θ0+δ∫
θ0−δ

P (z, eiθ)
(
h(eiθ)− h(eiθ0)

)
dθ,

I2 =
1

2π

 θ0−δ∫
0

+

2π∫
θ0+δ

P (z, eiθ)
(
h(eiθ)− h(eiθ0)

)
dθ.

Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû 1
2π

∫ 2π
0 P (z, eiθ)dθ = 1 èíòåãðàë I1 îöåíèâàåòñÿ êàê |I1| < ε.

Ïîëîæèì M = max |h(eiθ)|. Ïîñëå âûáîðà δ âîçüìåì z íàñòîëüêî áëèçêèì ê eiθ0 ,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

1

2π

 θ0−δ∫
0

+

2π∫
θ0+δ

 1− |z|2

|eiθ − z|2
dθ <

ε

2M
.

Òîãäà |I2| < ε.

ßäðî Øâàðöà. Ôîðìóëà

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

eiθ + z

eiθ − z
u(eiθ)dθ + iIm f(0)

âîññòàíàâëèâàåò ãîëîìîðôíóþ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèþ ïî åå âåùåñòâåííîé ÷à-
ñòè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. (ßäðî â ýòîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå íàçûâàåòñÿ ÿä-
ðîì Øâàðöà.)

Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ H(z, ζ), ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííóþ
ôóíêöèè Ãðèíà G(z, ζ) ïî ïåðåìåííîé z è ïîëîæèòü F (z, ζ) = G(z, ζ) + iH(z, ζ).
Òîãäà ÿäðî Øâàðöà äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè âûðàçèòñÿ êàê S(z, ξ) = ∂nξ

F (z, ξ)
(çäåñü z ∈ D, ξ ∈ ∂D). Âû÷èñëèâ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ îò

F (z, ζ) = log
w(z)− w(ζ)

1− w(z)w(ζ)
,

íàéäåì ÿäðî Øâàðöà äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè:

S(z, ξ) = |w′(ξ)| w(ξ) + w(z)

w(ξ)− w(z)
.

Ôîðìóëà Àäàìàðà. Ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ èçìåíå-
íèå ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå ïðè ìàëîé âàðèàöèè îáëàñòè ÷åðåç ñàìó ôóíê-
öèþ Ãðèíà. Âîò èäåÿ åå âûâîäà. Áóäåì îïèñûâàòü ìàëûå âàðèàöèè îáëàñòè D ñ ïî-
ìîùüþ íîðìàëüíîãî ñìåùåíèÿ åå ãðàíèöû δn(ξ), ξ ∈ ∂D. (Ñ÷èòàåì, ÷òî δn > 0, åñëè
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ãðàíèöà ñìåùàåòñÿ íàðóæó.) Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ôóíêöèé Ãðèíà íîâîé è ñòàðîé
îáëàñòåé:

δG(z, ζ) = G1(z, ζ)−G(z, ζ).

Íà ãðàíèöå íîâîé îáëàñòè D1 èìååì G1(z, ξ) = 0, ξ ∈ ∂D1. Ñòàðàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà
â ýòîé òî÷êå ðàâíà, î÷åâèäíî, ∂nξ

G(z, ξ)δn(ξ) (â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî δn). Çàìåòèì,
÷òî δG(z, ζ) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ïî ζ ôóíêöèÿ (îñîáåííîñòü ïðè ζ = z ñîêðàùàåòñÿ)
ñ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì −∂nG(z, ξ)δn(ξ). Ïîýòîìó ìû ìîæåì âûðàçèòü åå âåçäå â
îáëàñòè ÷åðåç ôóíêöèþ Ãðèíà, ðåøèâ çàäà÷ó Äèðèõëå:

δG(z, ζ) = − 1

2π

∮
∂D

∂nξ
G(z, ξ)∂nξ

G(ζ, ξ) δn(ξ)|dξ|.

Ýòî è åñòü ôîðìóëà Àäàìàðà. Åå ìîæíî ïåðåïèñàòü äëÿ ôóíêöèè F (z, ζ) ÷åðåç ÿäðî
Øâàðöà â âèäå

δF (z, ζ) = − 1

2π

∮
∂D

S(z, ξ)∂nG(ζ, ξ) δn(ξ)|dξ|.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 ∈ D è íîðìèðóåì íàøå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: w(0) = 0, argw′(0) > 0. Ïîëîæèâ ζ = 0, áóäåì èìåòü F (z, 0) = logw(z).
Ó÷òÿ, ÷òî ∂n log |w(z)| = |w′(z)| äëÿ z ∈ ∂D, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âàðèàöèè êîí-
ôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ:

δ logw(z) = − 1

2π

∮
∂D

w(ξ) + w(z)

w(ξ)− w(z)
|w′(ξ)|2 δn(ξ)|dξ|.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè äåôîðìèðîâàííàÿ îáëàñòü îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîé ìàëåíüêîé �øè-
øå÷êîé� ïëîùàäè ε â òî÷êå ξ0 ãðàíèöû, òî íåçàâèñèìî îò ôîðìû øèøå÷êè â ïåðâîì
ïîðÿäêå ïî ε èìååì

δ logw(z) = − ε

2π
|w′(ξ0)|2

w(ξ0) + w(z)

w(ξ0)− w(z)

(ε > 0 åñëè ïëîùàäü äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè óâåëè÷èâàåòñÿ è ε < 0 â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå). Ðàçóìååòñÿ, ýòó ôîðìóëó ìîæíî ïðèìåíÿòü, åñëè òîëüêî òî÷êà z íå
ñëèøêîì áëèçêà ê ξ0.

Çàäà÷à Íåéìàíà. Êðàåâàÿ çàäà÷à Íåéìàíà çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè ãàð-
ìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u â îáëàñòè D ïî ãðàíè÷íîìó çíà÷åíèþ åå íîðìàëüíîé ïðîèç-
âîäíîé g(ξ), ξ ∈ ∂D, ãäå g(ξ) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ãðàíèöå. Äðóãèìè
ñëîâàìè, íóæíî íàéòè ôóíêöèþ u(z) òàêóþ, ÷òî ∆u = 0 âåçäå â D è ∂nu(ξ) = g(ξ),
ξ ∈ ∂D (íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð íîðìàëè ó íàñ íàïðàâëåí íàðóæó îáëàñòè). Èç èí-
òåãðàëüíîé ôîðìóëû äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è Íåéìàíà íåîáõîäèìî íàëîæèòü óñëîâèå∮

∂D
g(ξ)|dξ| = 0.

Ïðè ýòîì óñëîâèè ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðèáàâëåíèÿ ê ôóíêöèè u ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ
Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà

G(N)(z, ζ) = log
∣∣∣w(z)− w(ζ)

∣∣∣+ log
∣∣∣1− w(z)w(ζ)

∣∣∣
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(z) = − 1

2π

∮
∂D

G(N)(z, ξ)g(ξ)|dξ|+ C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ýòó ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü åùå òàê:

u(z) = − 1

π

∮
∂D

log
∣∣∣w(z)− w(ξ)

∣∣∣ g(ξ) |dξ|+ C.

Ñàìà ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà çàâèñèò îò âûáîðà íîðìèðîâêè êîíôîðìíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ w(z), íî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â ôîðìóëå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Íåéìàíà ýòîò âûáîð âëèÿåò òîëüêî íà çíà÷åíèå íåñóùåñòâåííîé êîíñòàíòû C.
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