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1. Ïóñòü F � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ïëîñ-

êîñòè. Äëÿ êàêèõ ôóíêöèé G êîìïîçèöèÿ G(F ) áóäåò ãàðìîíè÷åñêîé

ôóíêöèåé?

2. Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ñëåäóþùèõ îáëà-

ñòåé: à) ïîëóïëîñêîñòü, á) êðóã ðàäèóñà R, â) ïîëîñà 0 < Im z < 1, ã)
ïðàâûé âåðõíèé êâàäðàíò ïëîñêîñòè.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàñòè D âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

G(z, ζ) = log

∣∣∣∣∣ w(z)− w(ζ)

1− w(z)w(ζ)

∣∣∣∣∣ ,
ãäå w(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã, è ÷òî

ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíôîðìíîãî îòîáðà-

æåíèÿ (îò åãî íîðìèðîâêè).

4. Ïîëó÷èòå ôîðìóëó äëÿ ÿäðà Ïóàññîíà P (z, ξ) = ∂nξ
G(z, ξ), ξ ∈

∂D, äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè D ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ÷åðåç êîíôîðìíîå

îòîáðàæåíèå w(z) îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã.

5. Ïóñòü ôóíêöèÿ φ(θ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå

φ(θ) = a0 +
∑
k≥1

(ak cos kθ + bk sin kθ).

Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

u(reiθ) = a0 +
∑
k≥1

rk

Rk
(ak cos kθ + bk sin kθ)

äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â êðóãå ðàäèóñà R c ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì

u = φ, à ôóíêöèÿ

v(reiθ) =
∑
k≥1

rk

kRk−1
(ak cos kθ + bk sin kθ) + C

äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà â êðóãå ðàäèóñà R c ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì

íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé φ (ïðè óñëîâèè a0 = 0).

6. à) Ïîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëóïëîñêîñòè y >
0 èìååò âèä

u(x, y) =
y

π

∫ ∞

−∞

u0(t)dt

(x− t)2 + y2
,



åñëè ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå u0 âåäåò ñåáÿ ïðè |t| → ∞ êàê u0(t) = O(|t|1−ε),
ε > 0;

á) Ïîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ ïîëóïëîñêîñòè y > 0
èìååò âèä

u(x, y) = − 1

2π

∫ ∞

−∞
u1(t) log

(
(x− t)2 + y2

)
dt+ C,

åñëè ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé u1 âåäåò ñåáÿ ïðè

|t| → ∞ êàê u1(t) = O(|t|−1−ε), ε > 0.

7. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè óñëîâèè

∮
∂D

g(ξ) |dξ| = 0 ôîðìóëà

f(z) = − 1

π

∮
∂D

log
∣∣w(z)− w(ξ)

∣∣ g(ξ) |dξ|+ C

ðåøàåò çàäà÷ó Íåéìàíà â îáëàñòè D (ò.å. ÷òî ôóíêöèÿ f ãàðìîíè÷åñêàÿ

è åå íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íà ãðàíèöå ðàâíà g) è óáåäèòåñü, ÷òî ðåøå-
íèå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé íå çàâèñèò îò

âûáîðà êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ w(z) îáëàñòè D íà åäèíè÷íûé êðóã.

8. Íàéäèòå íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ∂nξ
G(N)(z, ξ), ξ ∈ ∂D, ôóíêöèè

Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà

G(N)(z, ζ) = log
∣∣∣w(z)− w(ζ)

∣∣∣+ log
∣∣∣1− w(z)w(ζ)

∣∣∣
è îáúÿñíèòå ñìûñë ïîëó÷åííîãî îòâåòà.

9.
∗ Ñóùåñòâóåò ëè ôîðìóëà äëÿ âàðèàöèè ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è

Íåéìàíà, àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå Àäàìàðà?


