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Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

∂tu = ∆u, ∆ =
d∑

i=1

∂2xi
.

Â ÷àñòíîñòè, â îäíîì èçìåðåíèè èìååì óðàâíåíèå

ut = uxx.

Ïåðåìåííàÿ t èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âðåìÿ, à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå � ïðîñòðàí-
ñòâåííûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè îïèñûâàåò òàêèå ðàç-
íûå ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû, êàê ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â òåëå (ïðè ýòîì u(x, t) �
òåìïåðàòóðà â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t), äèôôóçèÿ (ïðè ýòîì u � êîíöåíòðà-
öèÿ äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà), ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ (òîãäà u(x, t) èìååò ñìûñë
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàòåëÿ â òî÷êå x â ìîìåíò
âðåìåíè t). Èìåÿ â âèäó âòîðîå èç ýòèõ ïðèëîæåíèé, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèåì äèôôóçèè.
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Ýâðèñòè÷åñêèé âûâîä óðàâíåíèÿ äèôôóçèè. Ïîÿñíèì, êàê ïîëó÷àåòñÿ óðàâ-
íåíèå äèôôóçèè, îãðàíè÷èâøèñü ñëó÷àåì îäíîãî èçìåðåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
îäíó ÷àñòèöó, êîòîðàÿ áëóæäàåò ïî ðåøåòêå, ñîñòîÿùåé èç òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè
0,±h,±2h, . . . â äèñêðåòíîì âðåìåíè t = 0, τ, 2τ, . . .. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè â ìî-
ìåíò âðåìåíè nτ ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â òî÷êå jh, òî â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè
(n + 1)τ îíà ìîæåò ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ îêàçàòüñÿ ëèáî â òî÷êå (j − 1)h, ëèáî â
òî÷êå (j + 1)h. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìíîãî òàêèõ ÷àñòèö, è ïîâåäåíèå
êàæäîé íå çàâèñèò îò åå ïðåäøåñòâóþùåãî ïîâåäåíèÿ è îò ïîâåäåíèÿ îñòàëüíûõ.
Ïðè ýòîì ïóñòü â îäíîé òî÷êå ðåøåòêè ìîæåò íàõîäèòüñÿ îäíîâðåìåííî ìíîãî ÷à-
ñòèö (äëÿ íàãëÿäíîñòè ýòè òî÷êè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ìàëåíüêèå êëåòêè,
âìåùàþùèå íå îäíó ÷àñòèöó). Ýòà ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøóþ ìîäåëü
ïðîöåññà äèôôóçèè âåùåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ýòèõ ÷àñòèö.

Äîïóñòèì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè nτ ÷èñëî ÷àñòèö Nj(nτ) â êàæäîé
èç òî÷åê jh âåëèêî. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ïðèìåðíî
ïîëîâèíà âñåõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå jh, ïåðåéäåò íà øàã âëåâî â òî÷êó (j −
1)h, à äðóãàÿ ïîëîâèíà � íà øàã âïðàâî â òî÷êó (j + 1)h, ïðè÷åì ýòî óòâåðæäåíèå
òåì òî÷íåå, ÷åì áîëüøå ÷èñëî Nj(nτ). Ïðèìåì, ÷òî ýòîò çàêîí ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì;
òîãäà ñðàçó ïðèäåì ê î÷åâèäíîìó ñîîòíîøåíèþ

Nj((n+ 1)τ) =
1

2

(
Nj−1(nτ) +Nj+1(nτ)

)
.

Â ñàìîì äåëå, â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè â ëþáóþ òî÷êó jh ïðèäåò ïîëîâèíà âñåõ
÷àñòèö, íàõîäèâøèõñÿ â ïðåäûäóùèé ìîìåíò â áëèæàéøåé òî÷êå ñëåâà, è ïîëîâèíà
âñåõ ÷àñòèö, íàõîäèâøèõñÿ â áëèæàéøåé òî÷êå ñïðàâà, à âñå ÷àñòèöû, èçíà÷àëüíî
íàõîäèâøèåñÿ â òî÷êå jh, óéäóò èç íåå. Òåïåðü îáîçíà÷èì x = jh, t = nτ è ðàññìîò-
ðèì N(x, t) = Nj(nτ). Ýòà âåëè÷èíà èìååò ñìûñë êîíöåíòðàöèè äèôôóíäèðóþùåãî
âåùåñòâà â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t. Íàøå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

N(x, t+ τ)−N(x, τ )

τ
= D

N(x− h, t)− 2N(x, t) +N(x+ h, t)

h2
, D =

h2

2τ
.

Ïåðåõîäÿ ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó h → 0, τ → 0, òàê ÷òîáû D îñòàëîñü êîíå÷íûì
è íåíóëåâûì, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

∂tN(x, t) = D∂2xN(x, t),

êîòîðîå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå äèôôóçèè. Êîýôôèöèåíò D, êîòîðûé áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì 1 (äîáèâøèñü ýòîãî ðàñòÿæåíèåì
âðåìåíè), íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè.

Íàøå ðàññóæäåíèå íåòðóäíî îáîáùèòü íà ëþáîå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõ èç-
ìåðåíèé. Íàïðèìåð, ïðèíÿâ, ÷òî ÷àñòèöû íà ïëîñêîñòè ìîãóò ïðûãàòü ïî òî÷êàì
êâàäðàòíîé ðåøåòêè ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ íà øàã âëåâî, âïðàâî, ââåðõ è âíèç,
ïðèäåì ê óðàâíåíèþ äèôôóçèè ñ äâóìåðíûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà â ïðàâîé ÷àñòè.

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé. Íåêîòîðûå îáùèå
ñâîéñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà ïðÿìîé,

ut = uxx,
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ìîæíî âûâåñòè èç ñàìîãî óðàâíåíèÿ, äàæå íå ðåøàÿ åãî. Íàïðèìåð, èíòåãðèðîâà-
íèåì ïî ÷àñòÿì ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

d

dt

∫ ∞

−∞
u(x, t)dx =

d

dt

∫ ∞

−∞
xu(x, t)dx = 0,

è
d

dt

∫ ∞

−∞
x2u(x, t)dx = 2

∫ ∞

−∞
u(x, t)dx,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé ìîìåíò
∫ ∞

−∞
x2u(x, t)dx ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî ëèíåéíî-

ìó çàêîíó.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

ut = uxx, u(x, 0) = u0(x), t > 0.

×àñòíîå ðåøåíèå èùåì ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ: u(x, t) = f(x)g(t). Äëÿ
ôóíêöèé f , g ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

f ′′ + k2f = 0,

g′ + k2g = 0,

îòêóäà íàõîäèì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

uk(x, t) = A(k)e−k2t+ikx.

Îáùåå ðåøåíèå � èõ íåïðåðûâíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
A(k)e−k2t+ikxdk.

Ïðè t = 0 èìååì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè u0(x) â âèäå èíòåãðàëà Ôóðüå:

u0(x) =
∫ ∞

−∞
A(k)eikxdk.

Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó äëÿ u(x, t) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,

A(k) =
1

2π

∫ ∞

−∞
u0(x)e

−ikxdx,

íàõîäèì:

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
e−k2t+ik(x−ξ)dk

)
u0(ξ)dξ.

Âíóòðåííèé èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü:

1

2π

∫ ∞

−∞
e−k2t+ik(x−ξ)dk =

1

2
√
πt
e−

(x−ξ)2

4t .

Ââåäåì ôóíêöèþ

G0(x, ξ; t) =
θ(t)

2
√
πt
e−

(x−ξ)2

4t ,
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òîãäà
(∂t − ∂2x)G0(x, ξ; t) = δ(t)δ(x− ξ),

òàê ÷òî G0(x, ξ; t) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Îíà åùå
íàçûâàåòñÿ òåïëîâûì ÿäðîì. ×åðåç íåå âûðàæàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
G0(x, ξ; t)u0(ξ)dξ.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà ïîçâîëÿåò òàêæå ðåøèòü íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

ut = uxx + f(x, t).

Ðåøåíèå, ðàâíîå íóëþ ïðè t = 0, èìååò âèä

u(x, t) =
∫ t

0

∫ ∞

−∞
G0(x, ξ; t− τ)f(ξ, τ)dξdτ.

Â äèôôóçèîííîé èíòåðïðåòàöèè ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè Ãðèíà G0(x, ξ; t)
òàêîâ: îíà ðàâíà êîíöåíòðàöèè äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â òî÷êå x â ìîìåíò
âðåìåíè t > 0, åñëè ïðè t = 0 âñå âåùåñòâî áûëî ñîñðåäîòî÷åíî â òî÷êå ξ. Òîò ôàêò,
÷òî G0(x, ξ; t) > 0 ñðàçó íà âñåé ïðÿìîé ïðè ëþáûõ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ t îçíà÷àåò, ÷òî äèôôóçèÿ (èëè ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà) ïðîèñõîäèò
ñ áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, ÷òî ôèçè÷åñêè íåâîçìîæíî. Áåñêîíå÷íàÿ ñêîðîñòü äèô-
ôóçèè â íàøåé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èäåàëèçàöèè ïðîöåññà. Íåôîðìàëüíîå
îáñóæäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è èõ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ìîæíî
íàéòè â êíèãå [10].

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà îòðåçêå. Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó íà îò-
ðåçêå [0, L] ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà êîíöàõ:

ut = uxx, u(0, t) = u(L, t) = 0, u(x, 0) = u0(x).

Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ïðîõîäèò òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé, íî òåïåðü âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ k êâàíòóþòñÿ: k = kn = πn/L, n ∈ N. ×àñòíîå ðåøåíèå èìååò
âèä

un(x, t) = Cne
−(πn

L
)2t sin

πnx

L

à îáùåå �

u(x, t) =
∞∑
n=1

Cne
−(πn

L
)2t sin

πnx

L
.

ñ ïðîèçâîëüíûìè êîíñòàíòàìè Cn. Ïîëîæèâ t = 0, âèäèì, ÷òî Cn � êîýôôèöèåíòû
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè u0(x) â ðÿä Ôóðüå:

Cn =
2

L

∫ L

0
u0(ξ) sin

πnξ

L
dξ.

Îòìåòèì, ÷òî áàçèñíûå ôóíêöèè sin
πnξ

L
îðòîãîíàëüíû íà îòðåçêå [0, L]:

∫ L

0
sin

πnξ

L
sin

πmξ

L
dx =

L

2
δmn.
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Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ Cn â ôîðìóëó äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè â âèäå

u(x, t) =
∫ L

0
G(x, ξ; t)u0(ξ)dξ,

ãäå

G(x, ξ; t) =
2

L

∞∑
n=1

e−(πn
L

)2t sin
πnx

L
sin

πnξ

L
, t > 0.

Ýòî åñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è íà îòðåçêå (òåïëîâîå ÿäðî). Áåñêîíå÷íóþ ñóììó
ìîæíî âû÷èñëèòü ÿâíî, âûðàçèâ ÷åðåç òýòà-ôóíêöèè ßêîáè.

Çàäà÷à â äâóõ èçìåðåíèÿõ. Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè èìååò âèä

ut = uxx + uyy.

Âñå î÷åíü ïîõîæå íà îäíîìåðíûé ñëó÷àé. Ôóíêöèÿ Ãðèíà íà áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè
èìååò âèä

G0(z, ζ; t) =
θ(t)

4πt
e−

|z−ζ|2
4t .

Îòìåòèì, ÷òî ýòà ôîðìóëà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ëþáóþ ðàçìåðíîñòü d:

G0(x⃗1, x⃗2; t) =
θ(t)

(2
√
πt)d

e−
|x⃗1−x⃗2|

2

4t .

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íà ïëîñêîñòè çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà àíà-
ëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ:

u(z, t) =
∫
C
G0(z, ζ; t)u0(ζ)d

2ζ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó â êîìïàêòíîé ñâÿçíîé è îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ñ ãëàä-
êîé ãðàíèöåé ñ óñëîâèåì u

∣∣∣
∂D

= 0. Ïóñòü ψn(z) � îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà â D, ðàâíûå íóëþ íà ãðàíèöå, ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-
íèÿìè −λn < 0: ∆ψn + λn = 0, ψn

∣∣∣
∂D

= 0. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îðòîíîðìè-
ðîâàííîñòè ∫

D
ψn(z)ψm(z)d

2z = δmn

è ïîëíîòû ∑
n

ψn(z)ψn(ζ) = δ(z − ζ).

Ôóíêöèÿ Ãðèíà (òåïëîâîå ÿäðî) èìååò âèä

G(z, ζ; t) =
∑
n

e−λntψn(z)ψn(ζ), t > 0.

Ýòî ÿäðî îïåðàòîðà et∆:

et∆f(z) =
∫
D
G(z, ζ; t)f(ζ)d2ζ.
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëîæèì ôóíêöèþ f ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì: f(z) =
∑
n

cnψn(z),

òîãäà ∑
n

∫
D
G(z, ζ; t)f(ζ)cnψn(ζ)d

2ζ =
∑
n

∑
m

∫
D
cnψm(z)ψm(ζ)ψn(ζ)d

2ζ

=
∑
n

e−λntcnψn(z) = et∆f(z).

Òåïëîâîå ÿäðî ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
â D ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Åñëè íàïèñàòü

G(z, ζ; t) = θ(t)
∑
n

e−λntψn(z)ψn(ζ),

áóäåì èìåòü
(∂t −∆z)G(z, ζ; t) = δ(t)δ(z − ζ).

Âàæíóþ ðîëü èãðàåò çíà÷åíèå òåïëîâîãî ÿäðà íà äèàãîíàëè (z = ζ) è èíòåãðàë∫
D
G(z, z; t)d2z = tr et∆,

êîòîðûé èìååò ñìûñë ñëåäà îïåðàòîðà et∆. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàçëî-
æåíèå tr et∆ ïðè t → +0 ïî ñòåïåíÿì t. Îòìåòèì, ÷òî èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé
ñëåäóåò, ÷òî

G(z, ζ; t) ≤ G0(z, ζ; t),

è íà ìàëûõ âðåìåíàõ t

G(z, ζ; t) = G0(z, ζ; t) + ìàëûå ïîïðàâêè,

åñëè òî÷êè z, ζ íå ñëèøêîì áëèçêè ê ãðàíèöå. Ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íà
ìàëûõ âðåìåíàõ ñãóñòîê äèôôóíäèðóþùåãî âåùåñòâà â òî÷êå ζ åùå íå óñïååò êàê
ñëåäóåò �ïî÷óâñòâîâàòü� ïðèñóòñòâèå ãðàíèöû, íàõîäÿùåéñÿ îò íåãî äàëåêî. Èç ýòèõ
ñîîáðàæåíèé ìû ìîæåì ñðàçó íàïèñàòü ëèäèðóþùèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè òåïëîâîãî
ÿäðà ïðè t→ +0:

G(z, z; t) =
1

4πt
+ ìåíåå ñèíãóëÿðíûå ÷ëåíû, t→ +0.

Ðàçóìååòñÿ, G(z, z; t) äîëæíà îáðàùàòüñÿ â 0 íà ãðàíèöå, ïîýòîìó ýòà àñèìïòîòèêà
òðåáóåò êîììåíòàðèåâ. Îíà ïåðåñòàåò áûòü âåðíîé, åñëè òî÷êà z ñòðåìèòñÿ ê ãðàíèöå
îäíîâðåìåííî ñ t→ +0. Òî÷íåå, ïóñòü òî÷êà z áëèçêà ê ãðàíèöå, è δ � ðàññòîÿíèå îò
íåå äî ãðàíèöû, òîãäà óêàçàííàÿ àñèìïòîòèêà ñïðàâåäëèâà íà âðåìåíàõ 0 < t < C

√
δ

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C ïîðÿäêà 1. Ïîýòîìó ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå G(z, z; t) çàâèñèò
îò ïîðÿäêà âçÿòèÿ ïðåäåëîâ δ → +0 è t→ +0: åñëè ìû ñíà÷àëà áåðåì ïåðâûé èç íèõ
ïðè ôèêñèðîâàííîì t, G(z, z; t) ñòðåìèòñÿ ê 0, à åñëè âòîðîé ïðè ôèêñèðîâàííîì δ,
G(z, z; t) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè êàê 1/(4πt).

Èç íàéäåííîé àñèìïòîòèêè äèàãîíàëè òåïëîâîãî ÿäðà ñðàçó ïîëó÷àåì ëèäèðóþ-
ùèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñëåäà îïåðàòîðà et∆:

tr et∆ =
A

4πt
+ ìåíåå ñèíãóëÿðíûå ÷ëåíû,

ãäå A = A(D) =
∫
D
d2z � ïëîùàäü îáëàñòè D.
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