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Ëèñòîê 7

1. a) Äîêàæèòå, ÷òî âòîðîé ìîìåíò ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåï-

ëîïðîâîäíîñòè ut = uxx íà ïðÿìîé

M2 =

∫ ∞

−∞
x2u(x, t)dx

ëèíåéíî çàâèñèò îò âðåìåíè.

á) Íàéäèòå çàêîí èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ìîìåíòîâ ïîðÿäêà n:

Mn =

∫ ∞

−∞
xnu(x, t)dx.

2. à) Ïîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà

ut + uux = a2uxx, u
∣∣∣
t=0

= u0(x)

ïðè a ̸= 0 çàìåíîé

u = −2a2
φx

φ

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

φt = a2φxx, φ
∣∣∣
t=0

= exp
(
− 1

2a2

∫ x

0
u0dξ

)
.

á) ×òî ïðîèñõîäèò ïðè a = 0? Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

ut + uux = 0.

3. à) Äîêàæèòå, ÷òî

(∂t − ∂2
x)G0(x, t) = δ(t)δ(x),

ãäå

G0(x, t) =
θ(t)

2
√
πt

e−
x2

4t .

á) Äîêàæèòå, ÷òî

lim
t→+0

G0(x, t) = δ(x).

â) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

u(x, t) =

∫ t

0

∫ ∞

−∞
G0(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ

ðåøàåò íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ut = uxx+f(x, t), ïðè÷åì lim
t→+0

u(x, t) = 0.



4. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ut = uxx ñ íà÷àëü-

íûì óñëîâèåì

u(x, 0) =


T1, x < 0,

T2, x > 0,
0 < T1 < T2.

5. à) Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ

G0(z, ζ; t) =
1

4πt
e−

|z−ζ|2
4t

ðåøàåò óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè íà ïëîñêîñòè ut = ∆u.
á) Ïðîâåðüòå, ÷òî ôóíêöèÿ

G0(x⃗, y⃗; t) =
1

(2
√
πt)d

e−
|x⃗−y⃗|2

4t

ðåøàåò óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ut = ∆u.

6. Íàéäèòå òåïëîâîå ÿäðî (ôóíêöèþ Ãðèíà) óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà

âåùåñòâåííîé îñè.


