
Âåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêóþ òîïîëîãèþ

Çàäà÷è ñåìèíàðà I

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôàêòîðïðîñòðàíñòâà X = X/A, ãäe A-çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Çà-
÷åì òðåáîâàòü óñëîâèå çàìêíóòîñòè äëÿ A? Âåðíî ëè, ÷òî èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó íåïðå-
ðûâíûìè îòîáðàæåíèé X → Y è íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè X → Y , ïåðåâîäÿùèìè
A â òî÷êó?

2. Äîêàæèòå, ÷òî Bn/∂Bn ≃ Sn.

3. Äîêàæèòå, ÷òî íàäñòðîéêà ñôåðû ãîìåîìîðôíà ñôåðå, ΣSn ≃ Sn+1.

4. Äîêàæèòå, ÷òî íàäñòðîéêà áóêåòà ñôåð (â åå ðåäóöèðîâàííîì âàðèàíòå) ãîìåîìîðôíà
áóêåòó ñôåð, Σ

∨
Sni ≃

∨
Sni+1.

5. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì ïðîñòðàíñòâîì.

6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîãî äàííîìó.
Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ íèæå ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå òàêîãî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî
âçÿòü áóêåò ñôåð. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî ñôåð è èõ ðàçìåðíîñòè.

(à) R2 \ {a};
(á) R2 \ {a, b};
(â) R2 \ (n òî÷åê);

(ã) Rk \ {a};
(ä) Rk \ (n òî÷åê);

(å) Rk \ (n òî÷åê);

(æ) (òîð) \ (òî÷êà);
(ç) (ïîâåðõíîñòü ðîäà g) \ (n òî÷åê);

(è) R3 \ (ïàðà ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ};
(ê) R3 \ (ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ};
(ë) R3 \ (ñòàíäàðòíî âëîæåííàÿ îêðóæíîñòü};
(ì) òîð ñ äèñêîì, ïðèêëååííûì ê íåìó âäîëü îäíîé èç åãî ïàðàëëåëåé.

7. Äîêàæèòå, Sm ∗ Sn ≃ Sm+n+1.
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Çàäà÷è ñåìèíàðà II

1. Êàêèå èç ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ðàçáèåíèé íà êëåêè ÿâëÿþòñÿ êëåòî÷íûìè ïðîñòðàíñòâà-
ìè, à êàêèå íå ÿâëÿþòñÿ?
(à) Áóêåò ñôåðû S2 è îêðóæíîñòè S1, ðàçáèòûå íà òðè êëåòêè ðàçìåðíîñòåé 0, 1, 2 êàê íà
ñëåäóþùèõ äâóõ ðèñóíêàõ:

S1

S2
S1

S2

(á) Çàìêíóòûé äâóìåðíûé äèñê, ðàçáèòûé íà åãî âíóòðåííîñòü (äâóìåðíàÿ êëåòêà) è òî÷-
êè ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè (êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 0-ìåðíóþ êëåòêó).
(â) Áóêåò ñ÷åòíîãî ÷èñëà îêðóæíîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðîé ðàçáèòà íà âûäåëåííóþ òî÷êó
áóêåòà è åå äîïîëíåíèå.
(ã) Îáúåäèíåíèå îêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè ðàäèóñîâ 1/n äëÿ âñåâîçìîæíûõ íàòóðàëü-
íûõ n, êàñàþùèõñÿ äðóã äðóãà â îäíîé òî÷êå, ðàçáèòîå íà îäíó íóëüìåðíóþ êëåòêó (îáùàÿ
òî÷êà êàñàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé) è áåñêîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðàâàëîâ, ïîëó÷åííûõ âûáðàñû-
âàíèåì èç êàæäîé èç îêðóæíîñòåé îòìå÷åííîé òî÷êè?
(ä) Ïîëñêîñòü R2, ðàçáèòàÿ íà îäíó åäèíñòâåííóþ äâóìåðíóþ êëåòêó. Åñëè ýòî íå ÿâëÿåòñÿ
êëåòî÷íûì ðàçáèåíèåì ïëîñêîñòè, ïðåäúÿâèòå ðàçáèåíèå, êîòîðîå òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ.

Ïóñòü Sg � ñôåðà ñ g-ðó÷êàìè.

Êîëè÷åñòâî ¾ðó÷åê¿ g ≥ 0 íàçûâàåòñÿ ðîäîì ïîâåðõíîñòè. Ïðè g = 0 ìû ïîëó÷àåì ñôåðó,
ïðè g = 1 � òîð, ïðè g = 2 � êðåíäåëü, è ò.ä.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü ðîäà g ïîëó÷àåòñÿ èç 4g-óãîëüíèêà ñêëåéêîé ïîäõîäÿùèì îá-
ðàçîì åãî ñòîðîíû ïîïàðíî. Èçîáðàçèòå îáðàçû ñêëååííûõ ñòîðîí. Ïîëó÷åííûå 2g çà-
ìêíóòûå êðèâûå a1, b1, . . . , ag, bg íà ïîâåðõíîñòè â ëèòåðàòóðå îáû÷íî òàê è íàçûâàþòñÿ:
a,b-öèêëû.

Âñÿêàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü äîïóñêàåò òðèàíãóëÿöèþ � ðàçáèåíèå åå íà êîíå÷íîå
÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ. Îðèåíòàöèÿ òðèàíãóëèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè � îðèåíòàöèÿ âñåõ
åãî òðåóãîëüíèêîâ, ñîãëàñîâàííàÿ íà ðåáðàõ (óòî÷íèòå, ÷òî ýòî çíà÷èò). Ïîâåðõíîñòü, äî-
ïóñêàþùàÿ îðèåíòàöèþ, íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìîé.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü Sg îðèåíòèðóåìàÿ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî Sg1#Sg2 = Sg1+g2 , è ÷òî Sg ãîìåîìîðôíà ñâÿçíîé ñóììå g êîïèé äâóìåðíîãî
òîðà.



5. Äîêàæèòå, ÷òî RP 2 íåîðèåíòèðóåìà.

6. Ìîæåò ëè áûòü îðèåíòèðóåìîé M#N , åñëè õîòÿ áû îäíà èç ïîâåðõíîñòåé M èëè N íåîðè-
åíòèðóåìà?

7. Äîêàæèòå, ÷òî RP 2#RP 2 ãîìåîìîðôíà áóòûëêå Êëåéíà.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðô-
íà Sg (ñâÿçíîé ñóììå g òîðîâ) äëÿ íåêîòîðîãî g. À âñÿêàÿ ñâÿçíàÿ íåîðèåíòèðóåìàÿ êîì-
ïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ãîìåîìîðôíà ñâÿçíîé ñóììå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ïðîåêòèâíûõ
ïëîñêîñòåé.

8. Êàêîå ìåñòî â ïðèâåäåííîé êëàññèôèêàöèè çàíèìàåò ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëü-
òàòå ñâÿçíîé ñóììû, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò êàê ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè, òàê è òîðû? Äîêà-
æèòå, ÷òî RP 2#T 2 ≃ RP 2#RP 2#RP 2.
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Çàäà÷è ñåìèíàðà III

Âî âñåõ çàäà÷àõ ýòîãî ëèñòêà ïîä ãîìîëîãèÿìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ ñèìïëèöèàëüíûå ãîìî-
ëîãèè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

1. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî ∂ ◦ ∂ = 0 â öåïíîì êîìïëåêñå äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ ãîìîëîãèé.

2. Âû÷èñëèòå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè òî÷êè.

3. Âû÷èñëèòå H0(X) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîæåñòâà X.

4. Âû÷èñëèòå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè îêðóæíîñòè S1, âûáðàâ â êà÷åñòâå åå ñèìïëèöè-
àëüíîé ìîäåëè a) òðåóãîëüíèê; á) n-óãîëüíèê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ≥ 3.

5. Âû÷èñëèòå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè a) òåòðàýäðà (âìåñòå ñ åãî âíóòðåííîñòüþ); b) ïî-
âåðõíîñòè òåòðàýäðà, ãîìåîìîðôíîé ñôåðå S2.

6. Âû÷èñëèòå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n. Êàêîé
îòâåò ñëåäóåò îæèäàòü äî âñÿêèõ âû÷èñëåíèé, åñëè èìåòü ââèäó ãîìîòîïè÷åñêóþ èíâàðè-
àíòíîñòü ãîìîëîãèé?

7. Âû÷èñëèòå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè n-ìåðíîé ñôåðû, ðåàëèçîâàâ åå êàê ãðàíèöà (n+1)-
ìåðíîãî ñèìïëåêñà. (Óêàçàíèå: ñðàâíèòå öåïíîé êîìïëåêñ ýòîé çàäà÷è ñ êîìïëåêñîì ïðåäûäó-
ùåé çàäà÷è äëÿ âñåãî (n+ 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.)

8. Âûáåðèòå êàêóþ-íèáóäü ñèìïëèöèàëüíóþ ðåàëèçàöèþ è âû÷èñëèòå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè
äâóìåðíîãî òîðà T 2 ≃ S1 × S1.

9. Âûáåðèòå êàêóþ-íèáóäü ñèìïëèöèàëüíóþ ðåàëèçàöèþ è âû÷èñëèòå ñèìïëèöèàëüíûå ãîìîëîãèè
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2.

10. Âñÿêóþ êîìïàêòíóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî òðèàíãóëèðîâàòü, ò.å. ðàçáèòü íà òðåóãîëü-
íèêè. Äîêàæèòå, ÷òî íåçàâèñèìî îò âûáðàííîé òðèàðãóëÿöèè äëÿ âñÿêîé äâóìåðíîé êîìïàêòíîé
ïîâåðõíîñòè H2(M) = Z, åñëè M îðèåíòèðóåìà è H2(M) = 0, åñëè M íåîðèåíòèðóåìà.
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Çàäà÷è ñåìèíàðà IV

1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ¾÷èñëà îáîðîòîâ¿ çàìêíóòîãî ïóòè íà ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò, êàê ñòåïåíè ïîäõîäùåãî îòîáðàæåíèÿ.

2. Íàéäèòå ñòåïåíü ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé:
(à) Îòîáðàæåíèå C→ C, z 7→ z2, ïðîäîëæåííîå ïî íåïðåðûâíîñòè íà ñôåðó Ðèìàíà S2 = CP 1 =
C ∪ {∞}.
(á) Àíàëîãè÷íî äëÿ îòîáðàæåíèÿ, çàäàâàåìîãî ïðîèçâîëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n. Êàê ïîëó-
÷åííûé îòâåò ñâÿçàí ñ ¾îñíîâíîé òåîðåìîé àëãåáðû¿, óòâåðæäàþùåé, ÷òî ó âñÿêîãî êîìïëåêñíîãî
ìíîãî÷ëåíà èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü?
(â) Àíàëîãè÷íî äëÿ îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ z 7→ z̄.

(ã) Àíàëîãè÷íî äëÿ îòîáðàæåíèÿ, çàäàâàåìîãî ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé z 7→ f(z)
g(z) , ãäå f è g �

ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíåé m è n, ñîîòâåòñòâåííî.
(ä) Îòîáðàæåíèå Ãàóññà C → S2, ãäå C � ïîâåðõíîñòü ðîäà g (ñôåðà ñ g ðó÷êàìè), âëîæåííàÿ â
R3 (âûáåðèòå ïðîèçâîëüíîå óäîáíîå âàì âëîæåíèå), è S2 � ñòàíäàðòíàÿ åäèíè÷íàÿ ñôåðà â òðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Îòîáðàæåíèå ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå ïîâåðõíîñòè âåêòîð åäèíè÷íîé íîðìàëè
â ýòîé òî÷êå.
(å) Àíòèïîäàëüíàÿ èíâîëþöèÿ x 7→ −x åäèíè÷íîé n-ìåðíîé ñôåðû â Rn+1.

3. Ïóñòü çàäàíà ïàðà çàìêíóòûå êðèâûõ C1 è C2 â R3, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê. Èõ èíäåêñîì

çàöåïëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ C1 × C2 → S2, (x1, x2) 7→ x2−x1
∥x2−x1∥ . Ñðàâíèòå ýòî

îïðåäåëåíèå ñ äðóãèìè, êîòîðûå âàì èçâåñòíû èëè ïðèõîäÿò â ãîëîâó. Çàâèñèò ëè èíäåêñ çàöåï-
ëåíèÿ îò îðèåíòàöèè êðèâûõ C1 è C2? À îò ïîðÿäêà ýòèõ êðèâûõ â ïàðå?
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Çàäà÷è ñåìèíàðà V

1. Âû÷èñëèòå êëåòî÷íûå ãîìîëîãèè ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ è îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêè îáðàçóþùèå
ýòèõ ãðóïï:
à) S2;
á) T 2 = S1 × S1;
â) ñôåðà ñ g ðó÷êàìè Sg;
ã) Sn;
ä) Sm

∨
Sn;

å) Sm × Sn

(ïðîñòðàíñòâà Sm×Sn è Sm
∨
Sn

∨
Sm+n èìåþò ðàâíûå ãðóïïû ãîìîëîãèé. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè ïðîñòðàíñòâà

ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè?);
¼) âûðàçèòå ãîìîëîãèè áóêåòà X

∨
Y ÷åðåç ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâ X è Y ;

æ) Tn = (S1)n;
ç) CPn;
è) RP 2;
ê) áóòûëêà Êëåéíà K2;
ë) RPn.

2. Âû÷èñëèòå êëåòî÷íûå ãîìîëîãèè ñôåðû ñ g ðó÷êàìè Sg. Äîêàæèòå, ÷òî

H0(Sg) = Z, H1(Sg) = Z2g, H2(Sg) = Z.

Ïðåäúÿâèòå îáðàçóþùèå ýòèõ ãðóïï.

3. Ïîñòðîéòå ïðîñòðàíñòâî X, èìåþùåå ñåëåäóþùèå ãðóïïû ãîìîëîãèé:

H0(X) = Z, H1(X) = Z3, Hk(X) = 0 ïðè k > 1.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M âûïîëíÿåòñÿ

Hn(M) =

{
Z, M îðèåíòèðóåìî,

0, M íåîðèåíòèðóåìî.

Ïðè êàêèõ n îðèåíòèðóåìî RPn?

Â ñëó÷àå, êîãäàM îðèåíòèðóåìî, îáðàçóþùàÿ ãðóïïûHn(M) ≃ Z íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì
êëàññîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [M ]. Ýòà îáðàçóþùàÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Âûáîð
çíàêà ðàâíîñèëåí âûáîðó îðèåíòàöèè ìíîãîîáðàçèÿ.

5. Ïóñòü f : M → N � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ êîìïàêòíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîîá-
ðàçèé îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè n. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì f∗ : Hn(M) → Hn(N) ïåðåâîäèò
[M ] â d [N ], ãäå d � ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ f .

6. Âû÷èñëèòå ãîìîìîðôèçì f∗ (âî âñåõ ãðàäóèðîâêàõ) äëÿ ñëåäóþùèõ îòîáðàæåíèé:
à) f � âëîæåíèå â ëåíòó Ì¼áèóñà å¼ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè;
á) àíòèïîäàëüíàÿ èíâîëþöèÿ Sn → Sn;
â) ïðîåêöèÿ â ôàêòîðïðîñòðàíñòâî T 2 → T 2/S1, ãäå S1 ⊂ T 2 � âëîæåííàÿ â òîð îêðóæíîñòü,
îãðàíè÷èâàþùàÿ äèñê;
ã) àíàëîãè÷íî, êîãäà îêðóæíîñòü S1 ⊂ T 2 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìåðèäèàíîâ;
ä) äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå Sn → Sn × Sn.
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Çàäà÷è ñåìèíàðà VI

1. Ïîñòðîéòå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå è âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà G2,4, îáðàçîâàí-
íîãî âñåâîçìîæíûìè äâóìåðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïîäðîáíåå ïðî ãðàññìàíèàí G2,4. Åãî òî÷êè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè 2×4, ñòðîêè êîòîðîé
ïðåäñòàâëÿþò âåêòîðû â R4, ïîðîæäàþùèå äàííóþ ïëîñêîñòü. Ìàòðèöà èìååò ìàêñèìàëüíûé
ðàíã (ò.å. 2) è îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åå ñòðîê. Âñÿêóþ òàêóþ
ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê îäíîçíà÷íî ê ñëåäóþùåìó âèäó:(

0 · · · 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
0 · · · 0 0 0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗

)
,

ãäå íà ìåñòå çâåçäî÷åê ñòîÿò ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Íîìåðà ñòîëáöîâ i è j, 1 ≤ i <
j ≤ 4, íà êîòîðûõ ñòîÿò ñòîëáöû

(
1
0

)
è
(
0
1

)
, ñîîòâåòñòâåííî, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ òî÷êîé ïðî-

ñòðàíñòâà G2,4 ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: i � ýòî íîìåð ïåðâîãî íåíóëåâîãî ñòîëáöà, j � ýòî íîìåð
ïåðâîãî ñòîëáöà, ëèíåéíî íåçàâèñèìîãî îò i-ãî. Ïîäìíîæåñòâî â G2,4, îòâå÷àþùåå ôèêñèðîâàííîé
ïàðå èíäåêñîâ (i, j), îáðàçóåò êëåòêó: êîîðäèíàòàìè â íåé ñëóæàò ÷èñëà íà ìåñòå çâåçäî÷åê. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà G2,4, ñîñòîÿùåå èç

(
4
2

)
= 6 êëåòîê.

Ýëåìåíòû ýòîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ íàçûâàþòñÿ êëåòêàìè Øóáåðòà (àíàëîãè÷íîå êëåòî÷íîå
ðàçáèåíèå Øóáåðòà èìååòñÿ íà ïðîèçâîëüíîì ãðàññìàíèàíå).

Òðàäèöèîííî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êëåòîê Øóáåðòà âìåñòî ïàðû èíäåêñîâ (i, j) èñïîëüçóåòñÿ ïàðà
èíäåêñîâ (3− i, 4− j). Ïåðâàÿ è âòîðàÿ êîìïîíåíòà ýòîé ïàðû � êîëè÷åñòâî çâåçäî÷åê â ïåðâîé
è âòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, íóëåâûå èíäåêñû, äëÿ êðàòêîñòè, îòáðà-
ñûâàþòñÿ. Îäíî èç óäîáñòâ òàêîãî ñîãëàøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñóììà èíäåêñîâ ðàâíà
ðàçìåðíîñòè êëåòêè. Âîò áîëåå ÿâíûé ñïèñîê êëåòîê ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàçáèåíèÿ:

σ∅ : (
0 0 1 0
0 0 0 1 )

σ1 : ( 0 1 ∗ 0
0 0 0 1 )

σ1,1 : ( 0 1 0 ∗
0 0 1 ∗ ) σ2 : ( 1 ∗ ∗ 0

0 0 0 1 )

σ2,1 : ( 1 ∗ 0 ∗
0 0 1 ∗ )

σ2,2 : ( 1 0 ∗ ∗
0 1 ∗ ∗ )

Íàèáîëüøóþ ðàçìåðíîñòü 4 èìååò êëåòêà σ2,2. Âîîáùå, G2,4 � ãëàäêîå 4-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå
(ïîëåçíî ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòî òàê, íåçàâèñèìî îò êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ). Öåïíîé êîìïëåêñ ïîëó-
÷èâøåãîñÿ êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ èìååò âèä

0←− Z←− Z←− Z2 ←− Z←− Z←− 0.

Âîò óòî÷íåííàÿ ôîðìóëèðîâêà ïîñëåäíåé çàäà÷è ïðåäûäóùåãî ñåìèíàðà.

2. Çàäàéòå ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îðèåíòàöèè êëåòîê, íàéäèòå êîýôôèöèåíòû èíöèäåíòíîñòè, è
âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè (öåëî÷èñëåííûå è ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2) ïîëó÷èâøåãîñÿ öåïíîãî êîì-
ïëåêñà äëÿ øóáåðòîâñêîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ãðàññìàíèàíà G2,4.

Ðàññìîòðèì òàêæå ìíîãîîáðàçèå G+
2,4, îáðàçîâàííîå îðèåíòèðîâàííûìè äâóìåðíûìè ïîäïðî-

ñòðàíñòâàìè â R4. Çàáûâàíèå îðèåíòàöèè îïðåäåëÿåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå G+
2,4 → G2,4. Ðàç-

áèåíèå íà êëåòêè Øóáåðòà ïåðåíîñòèòñÿ íà G+
2,4, è â íåì â äâà ðàçà áîëüøå êëåòîê.

3. Âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ G+
2,4.
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Çàäà÷è ñåìèíàðà VII

1. Âû÷èñëèòå âñå ÷ëåíû äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãîìîëîãèé è ñâÿçûâàþùèå èõ ãîìî-
ìîðôèçìû äëÿ ñëåäóþùèõ ïàð:
à) (X, pt);
á) (ëåíòà Ì¼áèóñà, å¼ ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü);
â) (S2, S0);
ã) (T2, S1), ãäå S1 � îäíà èç ïàðàëëåëåé íà òîðå;
ä) (T2, S1), ãäå îêðóæíîñòü S1 îãðàíè÷èâàåò äèñê.

2. Âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè ôàêòîðïðîñòðàíñòâà ïîëíîòîðèÿ ïî åãî ãðàíèöå
à) èç äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè;
á) èç êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ;
â) èç äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå.

Âåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêóþ òîïîëîãèþ

Çàäà÷è ñåìèíàðà VIII

1. Âû÷èñëèòå ãîìîëîãèè òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ W êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû ê
îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè C ðîäà g.

Óêàçàíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π : W → C åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ êàñàòåëüíîìó
âåêòîðó åãî òî÷êó êàñàíèÿ. Ñëîé ýòîãî îòîáðàæåíèÿ � ýòî îêðóæíîñòü åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ
âåêòîðîâ, ïðèëîæåííûõ ê îäíîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ïðåäñòàâèì ïîâåðõíîñòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ
C = C1 ∪C2, ãäå C1 � çàìêíóòûé âëîæåííûé äèñê, à C2 � çàìûêàíèå åãî äîïîëíåíèÿ. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, W ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ W = W1 ∪W2, ãäå W1 = π−1(C1), W2 = π−1(C2).
Âîñïîëüçóéòåñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà W äëèííîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ ïàðû (W,W2) (èëè (W,W1), íà âàø âûáîð).

2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè g = 1 ìíîãîîáðàçèå W çàäà÷è 1 ãîìåîìîðôíî T3 = S1 × S1 × S1. Ñðàâíèòå
îòâåò çàäà÷è 1 ñ èçâåñòíûìè âàì ãîìîëîãèÿìè òðåõìåðíîãî òîðà.

3. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè g = 0 ìíîãîîáðàçèå W çàäà÷è 1 ãîìåîìîðôíî SO(3) ≃ RP 3. Ñðàâíèòå îòâåò
çàäà÷è 1 ñ èçâåñòíûìè âàì ãîìîëîãèÿìè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà RP 3.
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Çàäà÷è ñåìèíàðà IX

1. Âû÷èñëèòå êîëüöà êîãîìîëîãèé ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:
(à) Sn;
(á) Sm × Sn;
(â) Tn = S1 × · · · × S1;
(ã) CPn;
(ä) RPn, êîãîìîëîãèè ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z2.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X ÿâëÿåòñÿ íàäñòðîéêîé, X = ΣY , òî â êîãîìîëîãèÿõ X óìíîæåíèå òðèâè-
àëüíî.
(Óêàçàíèå: ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå X = ΣY äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå X → X ∧X = X ×X/X ∨X
ãîìîòîïíî îòîáðàæåíèþ â òî÷êó.)

Óòâåðæäåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è äîêàçûâàåò, íàêîíåö-òî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà Sm × Sn è Sm ∨ Sn ∨
Sm+n, õîòÿ è èìåþò èçîìîðôíûå (êî)ãîìîëîãèè, íå ÿâëÿþòñÿ ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè. À
èìåííî, îíè îòëè÷àþòñÿ óìíîæåíèåì â êîãîìîëîãèÿõ: â ïåðâîì èç íèõ ïðîèçâåäåíèå m-ìåðíîé
è n-ìåðíîé îáðàçóþùèõ äàåò m + n-ìåðíóþ îáðàçóþùóþ, âî âòîðîì ïðîñòðàíñòâå óìíîæåíèå
òðèâèàëüíî).

Ïóñòü X ⊂ CPn � êîìïëåêñíîå k-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå (âîçìîæíî, îñîáîå). Òîãäà îíî çà-
äàåò êëàññ ãîìîëîãèé [X] ∈ H2k(CPn). Ïîñêîëüêó ãðóïïà H2k(CPn) èçîìîðôíà Z, ìû èìååì
[X] = d [CP k] äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî d. ×èñëî d íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïîäìíîãîîáðàçèÿ
X. Ãåîìåòðè÷åñêè, ñòåïåíü � ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïðîåêòèâíûì ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè, íàõîäÿùåìñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

3. Íàéäèòå ñòåïåíü àëãåáðàè÷åñêîé êîìïëåêñíîé êðèâîé, çàäàâàåìîé îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì ñòå-
ïåíè d â CP 2. Âûâåäèòå îòñþäà òåîðåìó Áåçó: ó ñèñòåìû óðàâíåíèé

f(x, y) = 0, g(x, y) = 0,

ãäå f è g � ìíîãî÷ëåíû îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñòåïåíåé íå âûøå m è n, ñîîòâåòñòâåííî, ñ
îáùèìè êîýôôèöèåíòàìè, èìååòñÿ ðîâíî mn ðåøåíèé.

Êîìïëåêñíûé ãðàññìàíèàí GC
2,4 îáðàçîâàí ïðîåêòèâíûìè ïðÿìûìè â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå

CP 3. Ó íåãî èìååòñÿ åñòåñòâåííîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå Øóáåðòà (ñì. çàäà÷è ñåìèíàðà VI), ñî-
ñòîÿùåå èç 6 êëåòîê. Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå âñå êëåòêè èìåþò ÷åòíóþ ðàçìåðíîñòü, ïîýòîìó èõ
êëàññû îáðàçóþò àääèòèâíûé áàçèñ (êî)ãîìîëîãèé.

4. Ñîñòàâüòå òàáëèöó óìíîæåíèÿ â êîãîìîëîãèÿõ GC
2,4 â áàçèñå öèêëîâ Øóáåðòà.

5. Âû÷èñëèòå èíäåêñ 4-êðàòíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ σ4
1 öèêëà Øóáåðòà êîìïëåêñíîé êîðàçìåðíîñòè 1.

Îòâåòüòå íà ñëåäóþùèé âîïðîñ èñ÷èñëèòåëüíîé ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè: ñêîëüêî èìååòñÿ ïðîåê-
òèâíûõ ïðÿìûõ â CP 3, ïåðåñåêàþùèõ ÷åòûðå äàííûå, íàõîäÿùèåñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè?
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Çàäà÷è ñåìèíàðà X

Ìíîæåñòâî π3(S
2) êëàññîâ ãîìîòîïèé íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : S3 → S2 èçîìîðôíî ìíîæå-

ñòâó Z öåëûõ ÷èñåë. Èçîìîðôèçì çàäàåòñÿ öåëî÷èñëåííûì èíâàðèàíòîì, íàçûâàåìûì èíâàðèàí-

òîì Õîïôà. Ãåîìåòðè÷åñêè îí îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíäåêñ çàöåïëåíèÿ lk(f−1(a), f−1(b)) äâóõ îáùèõ
ñëîåâ îòîáðàæåíèÿ (÷òîáû ïðèìåíèòü ýòî îïðåäåëåíèå, íóæíî ïðîãîìîòîïèðîâàòü îòîáðàæåíèå
f â ãëàäêîå è âûáðàòü äâà åãî ïðîèçâîëüíûõ íåêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ).

Ìû õîòèì äàòü èíòåðïðåòàöèþ èíâàðèàíòà Õîïôà â òåðìèíàõ óìíîæåíèÿ â êîãîìîëîãèÿõ íåêî-
òîðîãî ïðîñòðàíñòâà. À èìåííî, îïðåäåëèì X êàê ðåçóëüòàò ïðèêëåéêè ê S2 ÷åòûðåõìåðíîé
êëåòêè ïîñðåäñòâîì çàäàííîãî îòîáðàæåíèÿ f : S3 → S2, ãäå S3 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ãðàíèöà
4-ìåðíîãî øàðà. Ó ïðîñòðàíñòâà X èìååòñÿ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, ñîäåðæàùåå ïî îäíîé êëåòêå â
ðàçìåðíîñòÿõ 0, 2 è 4. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àääèòèâíî (êî)ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X íå çàâèñÿò
îò âûáîðà îòîáðàæåíèÿ f : H2(X) ≃ H2(X) ≃ H4(X) ≃ H4(X) ≃ Z. Îáîçíà÷èì îáðàçóþùèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï ÷åðåç u ∈ H2(X), v ∈ H4(X). Òîãäà ýëåìåíò u2 ëåæèò â ãðóïïå H4(X),
è ïîòîìó ïðîïîðöèîíàëåí îáðàçóþùåé v.

1. Äîêàæèòå, ÷òî u2 = h v, ãäå h � èíâàðèàíò Õîïôà.

Èç äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X ìîæåò áûòü ìíîãîîáðàçèåì òîëüêî
åñëè h = ±1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì X = CP 2 (ñ êîìïëåêñíîé îðèåíòàöèåé èëè îáðàùåííîé,
ñîîòâåòñòâåííî). Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ X íå ìîæåò áûòü ìíîãîîáðàçèåì. Òàêèì îáðàçîì,
â çàäà÷å ðå÷ü èäåò îá óìíîæåíèè â êîãîìîëîãèÿõ íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèåì.

Êîãîìîëîãè÷åñêîé äëèíîé len(X) (ñâÿçíîãî) ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîãî k, òàêîå,
÷òî íàéäåòñÿ k êëàññîâ êîãîìîëîãèé ïîëîæèòåëüíîé ãðàäóèðîâêè, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ îòëè÷-
íî îò íóëÿ (äëÿ êàêîãî-íèáóäü êîëüöà êîýôôèöèåíòîâ). Êàòåãîðèåé Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà

Cat(X) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå k, òàêîå ÷òî ïðîñòðàíñòî X ìîæåò áûòü ïîêðûòî k ñòÿãèâàå-
ìûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Èìååòñÿ íåðàâåíñòâî Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà (äîêàçàòåëüñòî êî-
òîðîãî îáìàí÷èâî òðèâèàëüíî)

Cat(X) ≥ len(X) + 1.

2. Îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êàðò, êîòîðûå äîëæåí ñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíûé àòëàñ äëÿ
ñëåäóþùèõ ìíîãîîáðàçèé:
(à) Sn;
(á) T 2;
(â) CPn, RPn.
Äîêàæèòå òî÷íîñòü íåðàâíåñòâà Ëþñòåðíèêà-Øíèðåëüìàíà âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ.



Âåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêóþ òîïîëîãèþ

Çàäà÷è ñåìèíàðà XI

1. Ïðåäúÿâèòå ôóíêöèè Ìîðñà (ñ ïî-âîçìîæíîñòè íåáîëüøèì ÷èñëîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê) íà ñëå-
äóþùèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îïðåäåëèòå êðèòè÷åñêèå òî÷êè è èõ èíäåêñû Ìîðñà:
(à) Sn;
(á) T 2;
(â) Sg � ñôåðà ñ g ðó÷êàìè;
(ã) Sm × Sn;
(ä) Tn;
(å) RPn;
(æ) CPn.

2. (a) Íàéäèòå êðèòè÷åñêèå òî÷êè èõ èíäåêñû Ìîðñà ó ôóíêöèè f = |x|2 + |y|2 íà êðèâîé Ôåðìà -
âåùåñòâåííî äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè â C2, çàäàâàåìîé êîìïëåêñíûì óðàâíåíèåì xn + yn = 1.
(á) Êðèâàÿ Ôåðìà íåêîìïàêòíà, à ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ íà íåé íåîãðàíè÷åíà. Äîêàæèòå,
÷òî ôóêíöèÿ f

1+f ïðîäîëæàåòñÿ íà çàìûêàíèå êðèâîé Ôåðìà â êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè. Èçó÷àÿ êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîãî ïðîäîëæåíèÿ, íàéäèòå ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó è ðîä
äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîé çàìûêàíèåì êðèâîé Ôåðìà.

3. (Â.È. Àðíîëüä, Ìàòåìàòè÷åñêèé òðèâèóì.) Ñêîëüêî ìàêñèìóìîâ, ìèíèìóìîâ, è ñåäëîâûõ òî÷åê
èìååòñÿ ó ôóíêöèè x4+y4+z4+u4+v4 íà ïîâåðõíîñòè, çàäàâàåìîé óðàâíåíèÿìè x+y+· · ·+v = 0,
x2 + y2 + · · ·+ v2 = 1, x3 + y3 + · · ·+ v3 = C?



Ââåäåíèå â àëãåáðàè÷åñêóþ òîïîëîãèþ
Çàäà÷è ïðîìåæóòî÷íîé êîíòðîëüíîé ðàáîòû

4. [10] Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï è ãîìîìîðôèçìîâ

0←− C0 = Z18
6←− C1 = Z18

6←− C2 = Z18 ←− 0,

â êîòîðîé äâà ñðåäíèõ ãîìîìîðôèçìà çàäàþòñÿ óìíîæåíèåì íà 6, ÿâëÿåòñÿ öåïíûì êîìïëåêñîì.
Âû÷èñëèòå åãî ãîìîëîãèè.

5. [10] Ïóñòü γ : [0, 1] → X � íåïðåðûâíûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè a = γ(0) è b = γ(1) è
ðàññìàòðèâàåìûé êàê ñèíãóëÿðíûé 1-ñèìïëåêñ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ òîò æå ïóòü, ïðîéäåííûé â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, γ(t) = γ(1 − t). Ïðîâåðüòå, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ 1-öåïü a = γ + γ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ∂a = 0. Ïîñòðîéòå ñèíãóëÿðíóþ 2-öåïü b, òàêóþ ÷òî ∂b = a.

6. Âû÷èñëèòå öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè ñëåäóþùèõ ïðîñòðàíñòâ:

à) [20] R3 áåç òðåõ (àôôèííûõ) ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîïàðíî â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ;

à)∗ (ôàêóëüòàòèâíî, íà äîïîëíèòåëüíûå áàëëû) RP 3 áåç òðåõ (ïðîåêòèâíûõ) ïðÿìûõ, ïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïîïàðíî â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ;

á) [20] äâóìåðíûé îñòîâ ÷åòûðåõìåðíîãî ñèìïëåêñà ∆4, ò.å. îáúåäèíåíèå åãî äâóìåðíûõ ãðàíåé.

7. [10] Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ëåíòû Ì¼áèóñà íà ñâîþ ãðàíèöó, òîæäåñòâåííîå íà
ýòîé ãðàíèöå?

8. [10] Íàéäèòå ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ CP 2 → CP 2, çàäàííîãî â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ ôîðìóëîé

(x : y : z) 7→ (x3 : y3 : z3).


