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ëèñòîê 1

1. Íàéäèòå äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè ñëåäóþùèõ êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë:
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2. Íàéäèòå ìîäóëè è àðãóìåíòû ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
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3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) = (cosα+x sinα)n−cosnα−x sinnα
äåëèòñÿ íà x2 + 1.

4. Âûðàçèòå sin 4x êàê ìíîãî÷ëåí îò sinx, cosx.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå z̄ = zn−1, n ∈ N.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ z2 = 5− 12i, z4 + 4 = 0.

7. Ïóñòü ζ1, . . . , ζn � âñå êîðíè óðàâíåíèÿ zn = 1, ãäå n � íàòóðàëüíîå

÷èñëî. Íàéäèòå ñóììó ζk1 + . . .+ ζkn äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k.

8. Òî÷êè z1 è z2 � ñìåæíûå âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Íàé-
äèòå âåðøèíó z3, ñìåæíóþ ñ z2 (z3 6= z1, íóìåðàöèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè).

9. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñíûå ÷èñëà a, b, c ïðåäñòàâëÿþò âåðøèíû

ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ac.

10.Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå äëèí îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó ïðà-

âèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, åñëè äëèíà ñòî-

ðîíû ðàâíà 1.

11. Äàéòå ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìíîæåñòâ

(à) {z : |z − z1| = |z − z2|},
(á) {z : |z − 1|+ |z + 1| = 2a} (a > 1),
(â) {z : Re(1/z) = 1

2}.

12. Ïóñòü a, b, c, d � ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè íà åäèíè÷íîé îêðóæ-

íîñòè. Íàéäèòå òî÷êó ïåðå÷åñåíèÿ ïðÿìûõ ab è cd.

13. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî

|
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14. Ïóñòü P (z) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, èìåþùèé n âåùåñòâåííûõ

êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), a � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Äî-

êàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q(z) = P (z + ia) + P (z − ia) òîæå èìååò n âåùå-

ñòâåííûõ êîðíåé.

15. Íàéäèòå, âî ÷òî ïåðåâîäÿò êîîðäèíàòíóþ ñåòêó ñëåäóþùèå îòîá-

ðàæåíèÿ èç C â C: (à) z 7→ z2; (á) z 7→ ez; (â) z 7→ 1/z.

16. Îòîáðàæåíèå z 7→ z + (1/z) îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå âñåõ íåíó-

ëåâûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

(à) Âî ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî {z : |z| > 1}?
(á) ßâëÿåòñÿ ëè ýòî îòîáðàæåíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì íà äàííîì

ìíîæåñòâå?

17. Ïóñòü A > 0, C äåéñòâèòåëüíûå, à B � êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííûå

è ïóñòü AC < |B|2. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

A|z|2 + B̄z +Bz̄ + C = 0

ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè è íàéäèòå öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè è

åå ðàäèóñ.

18. Íàïèøèòå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè ðàçëè÷-

íûå òî÷êè z1, z2, z3, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.

19. Ïóñòü îòîáðàæåíèå çàäàíî ôîðìóëîé z 7→ Az + Bz̄. Âî ÷òî îíî

ïåðåâîäèò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íóëå?


