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Симметрические многочлены

В этом листке все многочлены определены над ℂ. Используется обозначение
𝑠𝑘 = 𝑥𝑘1 + 𝑥𝑘2 + … + 𝑥𝑘𝑛.

Элементарными симметрическими многочленами степени 𝑘 от 𝑛 переменных
𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 называются

𝜎𝑘 = ∑
1⩽𝑗1<𝑗2…<𝑗𝑘⩽𝑛

𝑥𝑗1 ⋅ 𝑥𝑗2 ⋅ … ⋅ 𝑥𝑗𝑘 .

Принято считать, что 𝜎𝑘 = 0, если 𝑘 > 𝑛 и 𝜎0 = 1.

АЛ3⋄1. Выразите через элементарные симметрические многочлены:
а) (𝑥1 + 𝑥2)(𝑥1 + 𝑥3)(𝑥1 + 𝑥4)(𝑥2 + 𝑥3)(𝑥2 + 𝑥4)(𝑥3 + 𝑥4)
б) (𝑥1 − 𝑥2)2
в) (𝑥1 − 1)(𝑥2 − 1)(𝑥3 − 1)

г)
𝑛
∑
𝑗=1

𝑥2𝑗

д)
𝑛
∑
𝑗=1

𝑥3𝑗

АЛ3⋄2. Рассмотрим производящую функцию для элементарных симметрических многочле-
нов от 𝑛 переменых 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛

𝛴(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 1 +
∞

∑
𝑘=1

𝜎𝑘𝑡𝑘.

Покажите, что
а)

𝛴 =
𝑛

∏
𝑙=1

(1 + 𝑡𝑥𝑙),

б)
𝑑
𝑑𝑡 ln(𝛴) =

∞

∑
𝑘=1

(−1)𝑘+1𝑠𝑘𝑡𝑘−1.

АЛ3⋄3. Пусть 𝜎𝑘𝑖 – элементарный симметрический многочлен степени 𝑘 от переменных
𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑛. Докажите, что

𝜎𝑘𝑖 =
𝑘

∑
𝑗=0

(−1)(𝑘−𝑗)(𝑥𝑖)(𝑘−𝑗)𝜎𝑗.

АЛ3⋄4. Докажите формулу Ньютона

𝑛𝜎𝑛 =
𝑛

∑
𝑗=1

(−1)(𝑗−1)𝜎𝑛−𝑗𝑠𝑗.



АЛ3⋄5. Вычислите значения симметрических многочленов 𝑠𝑘 от комплексных корней 𝑛-ой
степени из 1.

АЛ3⋄6. Покажите, что для любого комплексного числа 𝑧 и 𝜉- первообразного комплексного
кореня степени 𝑘 из 1

(𝑥 − 𝑧)(𝑥𝜉 − 𝑧) … (𝑥𝜉𝑘−1 − 𝑧) = (−1)(𝑘+1)(𝑥𝑘 − 𝑧𝑘).
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