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Ëèñòîê 2

Äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé (ä.-ë. ôóíêöèåé) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà

f(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ C, ad− bc ̸= 0.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ä.-ë. ôóíêöèÿ îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå C̄ → C̄.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ä.-ë. îòîáðàæåíèÿ îáðàçóþò ãðóïïó. Êàêîé ãðóïïå

îíà èçîìîðôíà?

3. Äîêàæèòå, ÷òî ä.-ë. ôóíêöèÿ ïåðåâîäèò îêðóæíîñòè è ïðÿìûå â

îêðóæíîñòè (èëè ïðÿìûå).

4. Íàïèøèòå ä.-ë. ôóíêöèþ, ïåðåâîäÿùóþ òðè ïðîèçâîëüíûå (ðàç-

ëè÷íûå) òî÷êè z1, z2, z3 â òðè äðóãèå (ðàçëè÷íûå) òî÷êè w1, w2, w3. Åäèí-

ñòâåííà ëè îíà?

5. Âî ÷òî ïðåîáðàçóåòñÿ êâàäðàíò x > 0, y > 0 ïðè îòîáðàæåíèè

w =
z − i

z + i
?

6. Íàéäèòå âñå äðîáíî-ëèíåéíûå ôóíêöèè f òàêèå, ÷òî f(f(z)) = z.

7. Äîêàæèòå, ÷òî áèäèôôåðåíöèàë
dz1dz2

(z1 − z2)2
èíâàðèàíòåí îòíîñè-

òåëüíî ä.-ë. ïðåîáðàçîâàíèé.

Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê z1, z2, z3, z4 íàçûâàåòñÿ

(z1, z2, z3, z4) =
(z1 − z3)(z2 − z4)

(z1 − z4)(z2 − z3)
.

Ïðîèçâîäíîé Øâàðöà (øâàðöèàíîì) ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè w(z) íàçûâàåòñÿ
âûðàæåíèå

S(w; z) :=
w′′′(z)

w′(z)
− 3

2

(
w′′(z)

w′(z)

)2

.

8. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå òîæäåñòâî, ñâÿçûâàþùåå äâîéíîå îòíîøåíèå

ñî øâàðöèàíîì:

(w(z + ta), w(z + tb), w(z + tc), w(z + td))

(a, b, c, d)
= 1+

t2

6
(a−b)(c−d)S(w; z)+O(t3)

(t → 0).



9. Äîêàæèòå, ÷òî ä.-ë. ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò äâîéíîå îòíîøåíèå:

(f(z1), f(z2), f(z3), f(z4)) = (z1, z2, z3, z4).

10. Äîêàæèòå, ÷òî S(w; z) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà w(z) �
ä.-ë. ôóíêöèÿ.

11. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðå ðàçëè÷íûå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæ-

íîñòè (èëè íà îäíîé ïðÿìîé), åñëè è òîëüêî åñëè èõ äâîéíîå îòíîøåíèå

âåùåñòâåííî.

12. Äîêàæèòå, ÷òî

S(w; z) = 6 lim
ζ→z

∂

∂z

∂

∂ζ
log

w(z)− w(ζ)

z − ζ
.

13. Ïóñòü w(z), f(w) � äâå ôóíêöèè, F � èõ êîìïîçèöèÿ: F (z) =
f(w(z)). Äîêàæèòå, ÷òî

S(F ; z) = S(f ;w)
(dw
dz

)2
+ S(w; z).

14. Ïóñòü f1, f2 � äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ f ′′ +Q(z)f = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî Q(z) = 1
2 S(f1/f2; z).

15. Íàéäèòå îáùèé âèä ä.-ë. èçîìîðôèçìîâ (à) H → H, (á) U → U,
(â) U → H (H � âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü, U � åäèíè÷íûé êðóã).

16. Îòîáðàçèòå âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü íà åäèíè÷íûé êðóã òàê, ÷òî-

áû w(2i) = 0, argw′(2i) = 0.

17. Ñêîëüêî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìîæåò èìåòü ä.-ë. ïðåîáðàçîâàíèå?

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ä.-ë. ïðåîáðàçîâàíèå èìååò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè,

òî ïðîèçâåäåíèå ïðîèçâîäíûõ â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíî 1.

18. Ä.-ë. ïðåîáðàçîâàíèå ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé z0 íàçûâàåòñÿ
ïàðàáîëè÷åñêèì. Äîêàæèòå, ÷òî ïàðàáîëè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî

çàïèñàòü â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

1

w − z0
=

1

z − z0
+ h

åñëè z0 ̸= ∞ è w = z + h åñëè z0 = ∞.

19. Äîêàæèòå, ÷òî ä.-ë. ïðåîáðàçîâàíèå ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè íåïî-

äâèæíûìè òî÷êàìè z1, z2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

w − z1
w − z2

= k
z − z1
z − z2

åñëè z1,2 ̸= ∞ è w− z1 = k(z− z1) åñëè z2 = ∞. Ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâà-

åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè k > 0, ýëëèïòè÷åñêèì åñëè |k| = 1 (k ̸= 1) è
ëîêñîäðîìè÷åñêèì â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî k.


