
çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ.

ïÓÅÎØ 2024.

úÁÄÁÎÉÑ Ó 10 ÚÁÎÑÔÉÑ.

òÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ (É ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÐÒÏÛÌÙÈ ÚÁÄÁÎÉÊ) ÂÕÄÕÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ
ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÚÁÎÑÔÉÉ.

(1) îÁ ÚÁÎÑÔÉÉ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, Ó×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó ÎÏÒÍËÕÂÉËÏÊ
X = v1;3(P1) ⊂ P3 (ÓÍ ÚÁÄÁÞÕ 3 ÚÁÄÁÎÉÑ 8). åÓÌÉ P1 = P(V ), ÔÏ X ⊂ P3 = P((S3V ∗)∗)
| ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ P1 ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ
ÆÏÒÍÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ.
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚD ⊂ P3 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ Ë ËÒÉ-
×ÏÊ X; × ÐÕÎËÔÅ Ä) ÚÁÄÁÞÉ 3 ÚÁÄÁÎÉÑ 8 ÂÙÌ ÎÁÍÅÞÅÎ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ × P3 (Ô.Å. ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ,
ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÍ ÏÄÎÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ) É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÜÔÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ (ËÁË ÓÔÅ-
ÐÅÎÉ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ). üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ, Á ÎÁ
ÚÁÎÑÔÉÉ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÜÔÕ ÓÔÅÐÅÎØ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ
D ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ | ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ D Ó ÏÂÝÅÊ ÐÒÑÍÏÊ. íÙ ÓÄÅÌÁÌÉ
ÜÔÏ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ l ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÏ-
ÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ l ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÏÒÍËÕÂÉËÕ X × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ
(ÔÒÅÈËÒÁÔÎÏ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

(2) ðÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ X = v2;2(P2) ⊂ P5 (ÓÍ ÚÁÄÁÞÕ 4 ÚÁÄÁÎÉÑ 8,
ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÓÏÈÒÁÎÑÅÍ) ÍÙ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ × �P5. ðÅÒ×ÙÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ Z ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÎÉË × P2 É ÐÏÔÏÍÕ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ |
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ËÏÎÉËÕ, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, É ÜÔÏ
ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ. ÷ÔÏÒÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,
ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ × �P5 ÜÔÏ ÐÕÞÏË ËÏÎÉË × P2, É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó Z
ÜÔÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÎÉËÉ ÜÔÏÇÏ ÐÕÞËÁ, Á ÉÈ × ÌÀÂÏÍ ÐÕÞËÅ ËÏÎÉË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ
ÂÏÌÅÅ ÔÒÅÈ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ËÕÂÉËÉ
Z ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ Y ⊂ Z ⊂ �P5 | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ËÏÎÉËÕ ÉÚ Z \ Y ÍÏÖÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ × ÐÕÞÏË
ËÏÎÉË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÎÉËÉ, Á × ÌÀÂÏÍ ÐÕÞËÅ ËÏÎÉË,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ËÏÎÉËÕ ÉÚ Y (Ô.Å. Ä×ÏÊÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ) ÞÉÓÌÏ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÎÉË ÍÅÎÅÅ
ÔÒÅÈ.

(3) ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÕÀ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ Z ⊂ �P5 ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ
ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ (ËÁÖÄÁÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÜÔÏ ÐÁÒÁ ÐÒÑÍÙÈ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ),
Ô.Å. ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �P2×�P2 ÐÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ÇÒÕÐÐÅ S2, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. (ðÏ ÜÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ Z ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ



ËÕÂÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÏÉÄÏÍ.) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÑ X ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X ×X × : : : ×X = Xn, ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ Sn ÎÁ ÎÅÍ É ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÀ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÀ; ÍÏÖÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ n-ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X É ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ SnX. ïÐÉÛÉÔÅ SnP1 |
ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÊÔÉ ÏÔ×ÅÔ ÓÒÅÄÉ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÈÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏ×, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÄÌÑ
n = 3.

(4) ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÊÓÑ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ óÅÇÒÅ X = s1;2(P1 × P2) ⊂ P5 | ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ
ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ X Ó ÏÂÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ × P5. ÷ÏÔ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÜÔÁÐÙ.

Á) ÷ X ×ÙÂÅÒÅÍ Ä×Å ÐÌÏÓËÏÓÔÉ L = s1;2(a× P2) É L′ = s1;2(a
′ × P2) (a É a′ | Ä×Å

ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ P1). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
' : L→ L′, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÅ s1;2(a; b) ∈ L ÔÏÞËÕ s1;2(a

′; b) ∈ L′ (b ∈ P2).
Â) ðÕÓÔØ M | ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ × P5, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ Ó L É L′. ðÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ c′ ∈ L′, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ⟨c′;M⟩ = P3 ⊂ P5, ÐÒÉÞÅÍ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⟨c′;M⟩ ∩ L ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ c, É ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ
c′ 7→ c ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ  : L′ → L. ðÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ
ÐÒÑÍÁÑ cc′ ×ÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ M × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ d ∈M (É ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ c′ 7→ d

ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ L′ É M).

×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ c ∈ L Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÏÒ-
ÆÉÚÍÁ  ◦' : L→ L ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ
ÐÕÎËÔÁ) d ∈M ∩X.

Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M ∩X (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË.
úÁ×ÅÒÛÉÔÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ X ÒÁ×ÎÁ ÒÏ×ÎÏ 3, ÕËÁÚÁ× Ñ×ÎÏ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ X × ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.

Ä) íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ s1;m(P1 × Pm) ⊂ P2m+1?


