
çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ.

ïÓÅÎØ 2024.

úÁÄÁÎÉÑ Ó 8 ÚÁÎÑÔÉÑ.

òÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÂÕÄÕÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÚÁÎÑÔÉÉ.

(1) îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ ÐÒÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ. ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ K, charK ̸= 2, B(u; v) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V , ÔÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �B : V → V ∗,
ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �B(u)(v) = B(u; v) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ (Ô.Å.
�B ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ �∗B : (V ∗)∗ → V ∗ ÐÒÉ ËÁÎÏ-
ÎÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ (V ∗)∗ Ó V ), ÐÒÉÞÅÍ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ-
ÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ � : V → V ∗ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ×ÏÓÓÔÁ-
ÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ B�(u; v) = �(u)(v). ñÄÒÏÍ ÆÏÒÍÙ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
KerB := Ker �B = {u ∈ V; B(u; v) = 0 ∀v ∈ V }; ÆÏÒÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ-
×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÑÄÒÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ. òÁÎÇ ÆÏÒÍÙ ÜÔÏ ÅÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔ: ×ÓÅ ÆÏÒÍÙ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
ë×ÁÄÒÉËÁ Q ⊂ P(V ) ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ B(v; v). åÓÌÉ
v ∈ V , v ̸= 0, a = ⟨v⟩ ∈ P(V ), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ �B(v) ∈ V ∗

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÑÒÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ a; ÜÔÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ
(ÉÌÉ ×ÓÅ P(V ), ÅÓÌÉ v ∈ KerB) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Pa(Q).

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ l ⊂ P(V ) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a É ÐÅÒÅÓÅËÁ-
ÅÔ Ë×ÁÄÒÉËÕ Q × Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ b É c É ÐÏÌÑÒÕ Pa(Q) × ÔÏÞËÅ d,
ÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (adbc) = −1. (òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ
× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ Ó L = a

M = Pa(Q) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ Ë×ÁÄÒÉËÕ Q × ÓÅÂÑ.)

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Pa(Q) ∩Q ÜÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ Ë×Á-
ÄÒÉËÉ Q É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ Ë ÎÅÊ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ a.

×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b ∈ Pa(Q) ⇔ a ∈ Pb(Q).

Ç) ðÕÓÔØ Ë×ÁÄÒÉËÁ Q ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ×ÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï U ⊂ V

ÔÁË, ÞÔÏ V = KerB⊕U . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ B̃ ÆÏÒÍÙ B ÎÁ U ÎÅ-
×ÙÒÏÖÄÅÎÏ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ B̃ ÚÁÄÁÅÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÉËÕ Q̃ ⊂ P(U) ⊂ P(V ).
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÉËÁ Q ÜÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ
ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÔÏÞËÉ P(KerB) Ó ÔÏÞËÁÍÉ Q̃.



(2) íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ vn;d : Pn → PN
(
N =

(
n+d

d

)
− 1

)
ÆÏÒÍÕ-

ÌÁÍÉ wI = xi00 : : : x
in
n (ÚÄÅÓØ xi ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × Pn, I = (i0; : : : ; in) | ÍÕÌØÔÉ-

ÉÎÄÅËÓ, i0+: : :+in = d, Á wI ÜÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × PN). úÁ×ÅÒÛÉÔÅ ÎÁÞÁÔÏÅ ÎÁ ÚÁÎÑ-
ÔÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ
vn;d(Pn) ÚÁÄÁÅÔÓÑ × PN ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ×ÉÄÁ wIwJ = wKwL, ÇÄÅ
I + J = K + L. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÉÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÁÒÔ U0 ∪ U1 ∪ : : : ∪ Un, ÇÄÅ
ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÁÒÔÁ Uk ⊂ PN ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ w0;:::0;d;0;:::;0 ̸= 0 (d ÓÔÏÉÔ × k-ÏÊ
ÐÏÚÉÃÉÉ).

(3) ÷ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ v1;3 : P1 → P3, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ X = v1;3(P1), ÍÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍËÕÂÉËÏÊ.

Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë×ÁÄÒÉË, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ X.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÓÅÈ ÏÓÏÂÙÈ Ë×ÁÄÒÉË, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ X, ÌÅ-
ÖÁÔ ÎÁ X.

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ P3, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ X, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ
ÏÄÎÁ ÈÏÒÄÁ (ÉÌÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ) ËÒÉ×ÏÊ X.

Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ Ë
ËÒÉ×ÏÊ X, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ × P3; ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ.

Ä) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �P3 (ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ
ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ⊂ �P3 ÆÏÒÍ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÕÂÏÍ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z ⊂ �P3 ÆÏÒÍ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ
ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Y ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ X, Á Z ÄÏÓÔÁ-
×ÌÑÅÔ ÏÔ×ÅÔ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÐÕÎËÔÕ.

(4) ÷ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÏ v2;2 : P2 → P5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ X = v2;2(P2), ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔØ 4 ÓÔÅÐÅÎÉ × P5 , ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �P5 (ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ-
×ÁÔØ ËÁË ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔ ÔÒÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÉÍÅÅÔÓÑ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ⊂ �P5 ÆÏÒÍ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒ-
ÍÙ, É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z ⊂ �P5 ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ.
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Y ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ X, Á Z ÚÁÍÅÔÁÅÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÈÏÒÄÁÍÉ ÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Y . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ × �P5 É ÎÁÊÄÉÔÅ
ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ.


