
çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ.

ïÓÅÎØ 2024.

úÁÄÁÎÉÑ Ó 9 ÚÁÎÑÔÉÑ.

õ ÎÁÓ ÓËÏÐÉÌÏÓØ ÍÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÉ 2-6 ÉÚ
ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÒÏË, É ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ
ÐÏ ÍÅÒÅ ÕÓÐÅÈÏ× ÓÌÕÛÁÔÅÌÅÊ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ. úÁÄÁÞÕ 1 ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁ-
ÅÔÓÑ ÏÂÓÕÄÉÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÚÁÎÑÔÉÉ.

(1) ðÕÓÔØ X ⊂ Pn | ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (x0; x1; : : : ; xn) = 0, ÇÄÅ
F ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, a ∈ X, l ⊂ Pn | ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a. ðÒÑÍÁÑ
l ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ë X × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ F ÎÁ
ÐÒÑÍÕÀ l ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ÎÕÌØ × ÔÏÞËÅ a. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË b ∈ Pn, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ
ab ËÁÓÁÅÔÓÑ X × ÔÏÞËÅ a, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ

Ë X × ÔÏÞËÅ a É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ TaX.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ TaX, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ × Pn, ÌÉÂÏ
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ Pn. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞËÁ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ
ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ
X.

Â) ðÕÓÔØ a ÐÒÏÓÔÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ X. ëÁËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ
TaX?

×) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Q | Ë×ÁÄÒÉËÁ, ÔÏ (× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÐÒÏÛÌÏÇÏ
ÚÁÄÁÎÉÑ) ÅÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ P(KerB).

Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Q | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ × Pn, n > 2, É a ∈ Q, ÔÏ
TaQ ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓÏËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ a, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ
n− 2-ÍÅÒÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ Q ∩ TaQ ⊂ TaQ = Pn−1 ÏÓÏÂÁ × ÔÏÞËÅ a.

(2) îÁ ÚÁÎÑÔÉÉ ÍÙ ×ÓÐÏÍÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ × P3 = P(V ) ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ
Ë×ÁÄÒÉËÉ ðÌÀËËÅÒÁ G(2; 4) ⊂ P5 = P(∧2V ): ÐÒÑÍÏÊ l = P(W ) ⊂ P3 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÂÉ×ÅËÔÏÒ u ∧ v, ÇÄÅ u É v ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á W ⊂ V . ðÕÓÔØ Q | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ × P3, ÔÏÇÄÁ ÐÒÑÍÙÍ ÉÚ ËÁÖÄÏ-
ÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÔÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ ×
G(2; 4) ⊂ P5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ, ÏÂÒÁÚÕ-
ÀÔ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ × P5, ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÜÔÉÈ ËÒÉ×ÙÈ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÐÒÏ-
ÅËÔÉ×ÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × P5, ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ. [üÔÉ ËÒÉ×ÙÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ
Ñ×ÎÏ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÉËÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x0x3 = x1x2, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á
ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÎÅÊ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ x0 = tx1, x2 = tx3 É x0 = sx2,
x1 = sx3, ÇÄÅ s t | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×. é ÎÅ
ÚÁÂÕÄØÔÅ ÐÒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÷ÅÒÏÎÅÚÅ!]



(3) ðÕÓÔØ Q | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ × P3, É l ⊂ P3 | ÐÒÑÍÁÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ
×ÓÅÈ a ∈ l ÐÏÌÑÒÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ PaQ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÕÞÏË ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ
ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÑÍÕÀ l′ ⊂ P3, É ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ l 7→ l′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÅÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ
ðÌÀËËÅÒÁ G(2; 4) ⊂ P5; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÀ iQ.

Á) ðÕÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ l ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ Q × Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ a É b, la É lb | ÐÒÑ-
ÍÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ a É
b ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÐÒÑÍÙÅ ma É mb | ÐÒÑÍÙÅ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÂÒÁ-
ÚÕÀÝÉÈ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ a É b. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ iQ(l) | ÜÔÏ ÐÒÑÍÁÑ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ la ∩mb É lb ∩ma.

Â) ïÐÉÛÉÔÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ iQ ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÉ. ëÁËÉÅ
ÐÒÑÍÙÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ?

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ iQ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÅÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ G(2; 4) ⊂ P5.
íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÕ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÀ ÏÐÉÓÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÉÚ 7 ÚÁÄÁÎÉÑ? [äÅÊ-
ÓÔ×ÉÅ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ iQ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÂÉ×ÅËÔÏÒÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ
×ÙÞÉÓÌÉÔØ Ñ×ÎÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÏÄÓËÁÚËÏÊ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.]

(4) íÙ ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÉ ÏÂÓÕÄÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÕÎËÔÏ× Á), Â) É ×) ÚÁÄÁÞÉ 3 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ;
Ç) É Ä) ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ. ÷ÏÚÎÉË ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÏÐÒÏÓ. íÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ,
ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÏÒÍ-ËÒÉ×ÕÀ X ⊂ P3, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
�F0 + �F1 + �F2 = 0, ÇÄÅ F0, F1 É F2 | ÔÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
×ÉÄÁ wIwJ = wKwL Ó I + J = K + L (ÓÍ ÚÁÄÁÞÕ 2 ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ), ÐÏÜÔÏÍÕ
Ë×ÁÄÒÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ X, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (� : � : �). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÓÏÂÙÍ Ë×ÁÄÒÉËÁÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, É
ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ.

(5) ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ 4 ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ.

(6) úÁÄÁÞÁ Ó ÐÏÚÁÐÒÏÛÌÏÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ. íÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÙÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ (=ËÏ-
ÎÉËÉ) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P2 = P(V ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁÍ P(S2V ∗) = P5. ðÕÓÔØ a ∈ P2

É l ⊂ P2 | ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÎÉËÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ
a, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ Ha ⊂ P5, Á ËÏÎÉËÉ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÏÊ l | ÇÉÐÅÒÐÏ-
×ÅÒÈÎÏÓÔØ Zl ⊂ P5. îÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Zl. éÍÅÅÔÓÑ ÛÅÓÔØ ÚÁÄÁÞ
(k = 0; 1; 2; 3; 4; 5), ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ: ÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ×Ù-
ÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÎÉË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ k ÔÏÞÅË É ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ 5 − k

ÐÒÑÍÙÈ, ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÉÚ ÜÔÉÈ k ÔÏÞÅË É 5 − k

ÐÒÑÍÙÈ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔ×ÅÔÙ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ k. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ k ÏÔ×ÅÔ
ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÚÕ ËÁË ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ k
ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Hai (i = 1; : : : ; k) É 5− k ÇÉÐÅÒÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ Zlj (j = 1; : : : ; 5− k)?
ïÂßÑÓÎÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×.


