
éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÇÌÁ×Ù ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ÷ÅÓÎÁ 2025Ç

úÁÄÁÞÉ ÓÏ 2 ÚÁÎÑÔÉÑ.

òÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÂÓÕÄÉÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÚÁÎÑÔÉÉ.

(1) (áÎÁÌÏÇ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÉÚ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÚÄÁÎÉÑ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅ-
ÂÒÅ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÅÍ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ,
ÌÉÂÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ.

(2) îÁ ÚÁÎÑÔÉÉ ÂÙÌÁ ÏÐÉÓÁÎÁ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÂÏÔÙ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ÎÁÚÙ×Á-
ÅÍÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÏ×ÙÍ ÒÅÇÉÓÔÒÏÍ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ Ó×ÑÚÑÍÉ (ËÒÁÔËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÍ. ÎÁ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÌÉÓÔÅ), ËÏÔÏÒÏÅ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÌÑ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p (p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ). íÙ ×ÙÑÓÎÉÌÉ,
ÞÔÏ ÐÅÒÉÏÄ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ (× ÇÒÕÐÐÅ n×n-
ÍÁÔÒÉÃ) ÍÁÔÒÉÃÙ

A =


0 0 · · · 0 0 a0
1 0 · · · 0 0 a1
0 1 · · · 0 0 a2
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 0 an−2

0 0 · · · 0 1 an−1

 ; a0 ̸= 0;

ÎÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÎÁÊÔÉ

Á) ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �A(t) = det(tE − A);

Â) ÅÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �A(t) (Ô.Å. ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ
ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �A(A) = 0).



óÄ×ÉÇÏ×ÙÊ ÒÅÇÉÓÔÒ Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ Ó×ÑÚÑÍÉ.

íÙ ÏÐÉÛÅÍ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÏ×ÙÍ ÒÅÇÉÓÔÒÏÍ

Ó ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ Ó×ÑÚÑÍÉ, ÎÏ ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÕÐÒÏÝÅÎÎÁÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, Ó×Ï-
ÂÏÄÎÁÑ ÏÔ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÔÁÌÅÊ. éÔÁË, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ n ÑÞÅÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÉÚ Kn (ÇÄÅ K | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÅ), ËÏÔÏÒÙÅ Ó ËÁÖÄÙÍ
ÔÁËÔÏÍ ÐÅÒÅÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÏÐÉÛÅÍ.
÷ÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÐÉÓÁÎ ÎÁ ÎÁÛÅÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Å ÎÁ k-ÏÍ ÔÁËÔÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-
ÞÁÔØ x(k) = (x

(k)
1 ; : : : ; x

(k)
n ). äÌÑ ÓÄ×ÉÇÏ×ÏÇÏ ÒÅÇÉÓÔÒÁ ÂÅÚ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ó×ÑÚÅÊ ÐÒÁ×ÉÌÏ

ÐÅÒÅÓÞÅÔÁ ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ: ×ÓÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÄ×ÉÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÑÞÅÊËÕ ×ÐÒÁ×Ï, n-
ÁÑ ËÏÏÄÉÎÁÔÁ ÔÅÒÑÅÔÓÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÄÁÅÔÓÑ × ÜÆÉÒ), Á ÐÅÒ×ÁÑ ÑÞÅÊËÁ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ

ÎÕÌÅÍ: x
(k+1)
1 := 0, x

(k+1)
i

:= x
(k)
i−1, i = 2; : : : n. ëÏÎÅÞÎÏ, ÒÁÂÏÔÁ ÔÁËÏÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á

ÍÁÌÏÉÎÔÅÒÅÓÎÁ: ÐÏÓÌÅ n-ÇÏ ÔÁËÔÁ ÒÅÇÉÓÔÒ ÚÁÐÏÌÎÉÔÓÑ ÎÕÌÑÍÉ É ÄÁÌØÛÅ ÕÖÅ ÎÉÞÅÇÏ
ÍÅÎÑÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÔÏ-ÔÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÅ, ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔ-
ÎÙÅ Ó×ÑÚÉ: k-Ñ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÔÅ ÐÒÉÂÁ×ÌÑÅÔ Ë ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÍÕ k-ÏÊ
ÑÞÅÊËÉ ×ÙÄÁ×ÁÅÍÏÅ × ÜÆÉÒ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ak−1 ∈ K, Ô.Å. ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÅÒÅÓÞÅÔÁ ÂÕÄÕÔ
ÔÁËÉÅ:

x
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i = 2; : : : n: (1)

îÁÓ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ K - ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, × ÐÅÒ×ÙÈ
ÒÅÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÂÙÌÏ K = F2. ÷ ÜÔÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ
Ó×ÑÚÉ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ak ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ
×ÓÅÇÏ Ä×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ, 0 ÉÌÉ 1, É ÅÓÌÉ ak−1 = 0, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ó×ÑÚÉ × k-ÕÀ ÑÞÅÊËÕ ÎÅÔ
×Ï×ÓÅ, Á ÅÓÌÉ ak−1 = 1, ÔÏ × k-ÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÓÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ä×ÕÈ
ÚÎÁÞÅÎÉÊ: ÐÒÉÛÅÄÛÅÇÏ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÑÞÅÊËÉ É ×ÙÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ × ÜÆÉÒ.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, × ÒÅÇÉÓÔÒÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÚÁÐÉÓÁÎÏ ×ÓÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×, Á ÉÍÅÎÎÏ qn, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÐÏÚÖÅ
ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ T ≤ qn ÔÁËÔÏ× ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÒÅÇÉÓÔÒÅ ÐÏ×ÔÏÒÉÔÓÑ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÓÅ ÂÕ-
ÄÅÔ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØÓÑ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÐÅÒÉÏÄÏÍ T , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÒÅÇÉÓÔÒÁ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ
ÔÁËÔÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅ-
ÌÅ ÐÅÒÉÏÄ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅ×ÙÛÁÔØ ÄÁÖÅ qn−1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÎÕÌÅ×ÏÊ
×ÅËÔÏÒ: ÉÚ ÎÅÇÏ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ (1) ÂÕÄÅÔ É ÄÁÌØÛÅ ÐÏÌÕÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÐÅ-
ÒÉÏÄÏÍ, ÂÏÌØÛÉÍ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ × ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÎÏ
ÎÅÔ.

äÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ×ÁÖÎÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ×ÏÐÒÏÓÁ:

• ðÒÉ ÌÀÂÙÈ ÌÉ K É n ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ó×ÑÚÉ (Ô.Å. ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ai ∈ K)
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ qn − 1?

• ëÁË ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÏÄÂÉÒÁÔØ ÜÔÉ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ó×ÑÚÉ?

úÁÂÅÇÁÑ ×ÐÅÒÅÄ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÙÊ, ÍÙ ÅÇÏ ÏÂÓÕÄÉÍ ÄÌÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÁÖÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÌÅÊ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ
p. éÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÖÅ ËÏÒÏÔËÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×ÏÐÒÏÓ ÎÅÔ, ÎÏ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ
ÏÐÉÓÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ×
ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ.


