
Листок 2
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ НА РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ,

АСИМПТОТИЧЕСКИ ПЛОСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ

1. Пусть (M
n
, g) – риманово многообразие положительной кривизны Риччи. Докажите, что в

нём нет замкнутых устойчивых минимальных гиперповерхностей с тривиальным нормальным
расслоением.

2. Докажите следующие утверждения про первое собственное значение конформного ла-
пласиана на замкнутом римановом многообразии (M, g)

∃ g̃ ∈ [g] : Rg̃ < 0 ⇐⇒ λ1(Lg) < 0;

∃ g̃ ∈ [g] : Rg̃ = 0 ⇐⇒ λ1(Lg) = 0;

∃ g̃ ∈ [g] : Rg̃ > 0 ⇐⇒ λ1(Lg) > 0.

3. Пусть(Mn
, g) – риманово многообразие положительной скалярной кривизны, а M – за-

мкнутая устойчивая минимальная поверхность с тривиальным нормальным расслоением. До-
кажите, что она Ямабе-положительна. Выведите также, что

λ1(JM) ⩽
1

2
λ1(Lg).

4. Докажите, что под действием потока эквидистантных гиперповерхностей вдоль поля X =
φν с начальной гиперповерхностью M в (M

n
, g) средняя кривизна меняется по закону

∂Ht

∂t

∣∣∣
t=0

= −∆Mφ− (Ricg(ν, ν) + |BM |2g)φ+∇XH⃗t.

5*. Докажите, что при деформации метрики gt = g + ht скалярная кривизна Rt := Rgt на
многообразии Mn меняется по закону

∂Rt

∂t

∣∣∣
t=0

= −∆g(trgh) + divg(divgh)− ⟨Ricg, h⟩g,

где divg(divgh) :=
n∑

i,j=1

∇ei∇eihij (следуйте указаниям к упражнению 1.18 в [1]).

6. Пусть (M, g) – замкнутое риманово многообразие неотрицательной скалярной кривизны,
но не Ямабе-положительное. Докажите, что оно Риччи-плоское.

7. Докажите, что многообразие Шварцшильда массы m является асимптотически шварц-
шильдовским (и, следовательно, асимптотически плоским) с двумя концами, каждый из ко-
торых имеет массу m.
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