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úÁÄÁÞÁ 1. [éÎ×ÏÌÀÃÉÉ.] îÁ ÐÒÏÛÌÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÉÎ×Ï-
ÌÀÃÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Ô.Å.
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ V × ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V = U ⊕W , ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ
×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ v = u + w, u ∈ U , w ∈ W , É ÔÏÇÄÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ f ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ f(v) = u− w. éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÐÒÏÅËÔÉ×-
ÎÙÈ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pn = P(V ): ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Á ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pk = P(U) ⊂ P(V ) É Pm = P(W ) ⊂ P(V ) (ÇÄÅ k +m = n − 1), ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÈ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ, Á ÏÂÒÁÚ ÐÒÉ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ C =< v >, v ∈ V , ÌÅÖÁÝÅÊ
×ÎÅ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ C ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ
ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pk = P(U) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ A =< u >∈ P(U) É
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Pm = P(W ) × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ B =< w >∈ P(W ) (ÜÔÏ ÔÅ ÓÁÍÙÅ u É w, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ v = u+ w) É ÔÏÇÄÁ C ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ × ÞÅÔ×ÅÒÔÕÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÔÏÞËÕ
D ÎÁ ÜÔÏÊ ÖÅ ÐÒÑÍÏÊ, Ô.Å. ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ (ABCD) = −1.
(1) ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Q ⊂ Pn | ÎÅÏÓÏÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ, É ÔÏÞËÁ A ∈ Pn, A =∈ Q. ôÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÉÎ-

×ÏÌÀÃÉÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ ÔÏÞËÕ B ∈ Q ×Ï ×ÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ
AB Ó Q. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÑ Ë×ÁÄÒÉËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ Q ÐÒÏÅË-
ÔÉ×ÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ Pn ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÔÉÐÁ. ëÁËÉÍÉ ÂÕÄÕÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P(U) É P(W )?

(2) ðÕÓÔØ Q ⊂ P3 | ÎÅÏÓÏÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × ÚÁÄÁÞÅ 4 ÓÅÍÉÎÁÒÁ 3
ÉÎ×ÏÌÀÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÒÑÍÙÈ × P3, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÅÅ ÐÏÌÑÒÕ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ Ë×ÁÄÒÉËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÅÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ ðÌÀËËÅÒÁ Gr ⊂ P5 (ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ ÐÒÏ
Ë×ÁÄÒÉËÕ ðÌÀËËÅÒÁ ÓÍ ÎÉÖÅ), Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ Gr ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ
P5 ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÔÉÐÁ. ëÁËÉÍÉ ÂÕÄÕÔ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
P(U) É P(W )? [úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ, ËÁË ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ, ÐÒÑÍÙÅ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ Ë×Á-
ÄÒÉËÅ Q, ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ
ÐÒÑÍÙÍ ÔÏÞËÉ Gr ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ × P(U) ÉÌÉ × P(W ).]

(3) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÏÞÅË × Gr ⊂ P5, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÐÒÑÍÙÍ
ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁ ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÅ Q ⊂ P3, ÂÕÄÕÔ
Ä×Å ËÒÉ×ÙÅ × P5. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ËÒÉ×ÙÅ? [üÔÕ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÒÅÛÉÔØ
Ñ×ÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÚÁÄÁ× Ë×ÁÄÒÉËÕQ ÐÒÏÓÔÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÂÏÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÐÒÑÍÙÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 3 ÓÅÍÉÎÁÒÁ 1.]

úÁÄÁÞÁ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ �a ÎÅÏÓÏÂÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q ⊂ P3 ÉÚ ÔÏÞËÉ a =∈ Q ÎÁ ÜËÒÁÎ P2

(ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜËÒÁÎÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PaQ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁ
Ë×ÁÄÒÉËÅ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ × ÏÄÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÉËÅ C ⊂ P2. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ËÏÎÉËÁ?

úÁÄÁÞÁ 3. [ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ] ðÕÓÔØ Q ⊂ P3 | ÎÅÏÓÏÂÁÑ Ë×Á-
ÄÒÉËÁ, l1; l2; l3 | ÐÒÑÍÙÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÎÁ Q, m1;m2;m3 | ÐÒÑÍÙÅ ÉÚ
×ÔÏÒÏÇÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: l1∩m1 = A; l1∩m2 = B; l2∩m2 = C; l2∩m3 = D; l3∩m3 = E; l3∩m1 = F .
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AD;BE É CF ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÅÄÙ-
ÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÉÁÎÛÏÎÁ ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 4. [úÁÄÁÞÁ ÐÒÏ ÚÁÂÏÒ.] ðÕÓÔØ m1;m2;m3;m4 - ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ × P3,
Á ÐÒÑÍÁÑ l ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÉÈ ×ÓÅ ("ÓÔÏÌÂ ÚÁÂÏÒÁ"). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÓÅ ÐÒÑÍÙÅ m1;m2;m3;m4. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁÄÁÞÉ 4 ÓÅÍÉÎÁÒÁ 2 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ Q1 É Q2, ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÎÙÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÒÏÊËÁÍÉ ÐÒÑÍÙÈ m1;m2;m3 É m2;m3;m4, É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Q1 ∩ Q2

| ÜÔÏ ÞÅÔÙÒÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË.



îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ ÐÒÏ Ë×ÁÄÒÉËÕ ðÌÀËËÅÒÁ.

ðÕÓÔØ V | ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÂÁÚÉÓÏÍ e0; e1; e2; e3, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
×ÎÅÛÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ �2V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
ÇÒÁÓÓÍÁÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ e0; e1; e2; e3, Ô.Å. ÛÅÓÔÉÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÂÁÚÉÓÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ e0 ∧ e1, e0 ∧ e2, e0 ∧ e3, e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e2 ∧ e3. üÌÅÍÅÎÔÙ
�2V ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÉ×ÅËÔÏÒÁÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ P3 = P(V ) É a; b ∈ P3; a =< u >; b =< v > (u; v ∈ V ). ðÒÑÍÏÊ l = (ab), ÌÅÖÁÝÅÊ
× P3, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÉ×ÅËÔÏÒ u ∧ v ∈ �2V Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ (×ÙÂÏÒ ×ÍÅÓÔÏ a É b Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÄÁÓÔ ÔÏÔ ÖÅ ÂÉ×ÅËÔÏÒ Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ
ÐÒÑÍÙÍ × P3 ÔÏÞËÉ × P(�2V ).

üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ: ÂÉ×ÅËÔÏÒ � =
∑

i<j pijei ∧ ej ∈ �2V ÎÅ
×ÓÅÇÄÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ u É v. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ u É v, ÞÔÏ
� = u∧ v, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � ∧ � = 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ

p01p23 − p02p13 + p03p12 = 0;

ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÅÔ Ë×ÁÄÒÉËÕ × P5 (Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (p01 : p02 : ::: : p23)). üÔÁ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ ðÌÀËËÅÒÁ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÅ ËÁË Gr (ÉÌÉ Gr(2; 4) | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ
çÒÁÓÓÍÁÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× × ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ).


