
Ãðóïïà êîñ, êâàíòîâûå ãðóïïû è ïðèëîæåíèÿ

Ëèñòîê 3. R-ìàòðèöû è èíâàðèàíòû çàöåïëåíèé

Ðåêîìåíäóåìûé ñðîê ñäà÷è: 02.04.2024

1. Ïðåäñòàâëåíèå Áóðàó. Ïðîâåðüòå, ÷òî ôîðìóëû
gi vk = q vk, ∀ k 6= i, i+ 1,

gi vi = (q − q−1) vi + x−1 vi+1, ∀ i = 1, . . . , n− 1,

gi vi+1 = x vi,

ãäå x, q ∈ C \ {0}, çàäàþò äåéñòâèå àðòèíîâûõ ãåíåðàòîðîâ gi ∈ Hn(q) íà n-ìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñ áàçèñîì {vk}k=1,...,n. Ïîñòðîéòå ðàçëîæåíèå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ïðÿìóþ
ñóììó íåïðèâîäèìûõ 1-ìåðíîãî è (n − 1)-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèé. Êàêèì äèàãðàììàì
Þíãà îòâå÷àþò ýòè íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ?

2. Ïðîâåðüòå, ÷òî R-ìàòðèöû, äåéñòâóþùèå íà òåíçîðíîì êâàäðàòå äâóìåðíûõ (ïðèìå-
ðû à)-â)) èëè òðåõìåðíûõ (ïðèìåðû ã),ä)) ïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
êîñ R12R23R12 = R23R12R23.

Äëÿ R-ìàòðèö èç ïðèìåðîâ à)-ã) ïðîâåðüòå, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
Ãåêêå (R− qId)(R+ q−1Id) = 0, è îïðåäåëèòå êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé q è q−1.

Äëÿ R-ìàòðèöû èç ïðèìåðà ä) óáåäèòåñü, ÷òî åå ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä
(R− qId)(R + q−1Id)(R− q2Id) = 0, è îïðåäåëèòå êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Ïîäñêàçêà. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîáðàæåíèÿìè, ïðèâåäåí-

íûìè íà ñòð.8 çàïèñîê ëåêöèè ïðî R-ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû êîñ. Äîïóñòèìî òàêæå

ðåàëèçîâàòü ïðîâåðêó ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû Wolfram Mathematica.

à) R =


q · · ·
· λ x ·
· x−1 0 ·
· · · q

 �

R-ìàòðèöà Äðèíôåëüäà-Äæèìáî, òèï GL(2).
Çäåñü è äàëåå: λ := q − q−1; â R-ìàòðèöàõ ÿâíî âû-
ïèñàíû âñå êîìïîíåíòû íåòðèâèàëüíûõ äèàãîíàëüíûõ
ìàòðè÷íûõ áëîêîâ; íóëåâûå êîìïîíåíòû íåäèàãîíàëü-
íûõ áëîêîâ îáîçíà÷åíû òî÷êàìè "·" .

á) R =


q · · ·
· λ x ·
· x−1 0 ·
· · · −1

q

 � R-ìàòðèöà Êóëèøà-Ñêëÿíèíà, òèï GL(1|1).

â) R =


q · · y
· λ x ·
· x−1 0 ·
0 · · −1

q

�
R-ìàòðèöà Ðèòòåíáåðãà, òèï GL(1|1). Çäåñü ïàðàìåòðû
x è y 6= 0 íå ïðîèçâîëüíû. Èõ ñëåäóåò âûáðàòü òàê,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå êîñ.
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ã)∗1 R =



q · · · · · · · ·
· λ · 1 · · · · ·
· · λ · −x

q
· 1

q
· ·

· 1 · 0 · · · · ·
· · 0 · q · 0 · ·
· · · · · λ · 1 ·
· · q · qx · 0 · ·
· · · · · 1 · 0 ·
· · · · · · · · q


�

R-ìàòðèöà Êðåììåðà-Æåðâå, òèï GL(3).
Çäåñü x 6= 0.

ä)∗ R =



q · · · · · · · ·
· λ · 1 · · · · ·
· · (q−1)λ

q
· λy

q
· 1

q
· ·

· 1 · 0 · · · · ·
· · λ

y
· 1 · 0 · ·

· · · · · λ · 1 ·
· · 1

q
· 0 · 0 · ·

· · · · · 1 · 0 ·
· · · · · · · · q


�

R-ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî òèïà O(3).
Îíà ïîðîæäàåò ñåðèþ R-ìàòðè÷íûõ
ïðåäñòàâëåíèé àëãåáð Áèðìàí-
Ìóðàêàìè-Âåíöëÿ BMWn(q, µ = q−2)
(ñì. ñàìûé êîíåö çàïèñîê ëåêöèé ïî
àëãåáðàì Ãåêêå).

3. Äëÿ R-ìàòðèö èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðîâåðüòå, ÷òî

a) ÿäðóR-ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿH3(q), ïîðîæäàåìîãîR-ìàòðèöåé Äðèíôåëüäà-
Äæèìáî 2.à), ïðèíàäëåæèò èäåìïîòåíò, îòâå÷àþùèé ðàçáèåíèþ {1, 1, 1} ` 3;

á) ÿäðó R-ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ H4(q), ïîðîæäàåìîãî R-ìàòðèöåé Êðåììåðà-
Æåðâå 2.ã), ïðèíàäëåæèò èäåìïîòåíò, îòâå÷àþùèé ðàçáèåíèþ {1, 1, 1, 1} ` 4;

â)∗ ÿäðàì R-ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé H4(q), ïîðîæäàåìûõ R-ìàòðèöàìè Êóëèøà-
Ñêëÿíèíà è Ðèòòåíáåðãà, ïðèíàäëåæàò ïðèìèòèâíûå èäåìïîòåíòû, îòâå÷àþùèå
ðàçáèåíèþ {2, 2} ` 4 (äëÿ êàæäîé R-ìàòðèöû äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óòâåðæäåíèå äëÿ

îäíîãî èç ïðèìèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ).

Ïîäñêàçêà. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé â ëåê-

öèÿõ ïî R-ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãîâ èäåìïîòåíòîâ, îòâå÷àþùèõ

äèàãðàììàì-ñòîëáöàì � q-àíòèñèììåòðèçàòîðîâ (ñì. ñòð.17-19 çàïèñîê ïðî êîñîîáðàòèìûå R-
ìàòðèöû).

Äîïóñòèìî òàêæå ïðîâåñòè ïðîâåðêó ñ ïîìîùüþ Wolfram Mathematica, âû÷èñëÿÿ âûðàæå-

íèÿ äëÿ èäåìïîòåíòîâ â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ Þöèñà-Ìåðôè (ñì. ëåêöèè ïî àëãåáðàì Ãåêêå).

4. Äëÿ R-ìàòðèö èç çàäà÷è 2 âû÷èñëèòå ìàòðèöû R-ñëåäà CR è DR.

5. Ïóñòü R ≡ R12 ∈ Aut(V ⊗ V ) � êîñîîáðàòèìàÿ R-ìàòðèöà. V � C-ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, N = dimV .

ÏóñòüM ∈ MatN(U) � ïðîèçâîëüíàÿ N×N ìàòðèöà, êîìïîíåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
ýëåìåíòàìè íåêîòîðîãî C-ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà U . Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ

TrR(2)

(
R ε

12M1R
−ε
12

)
= Id1 (TrRM) , ãäå ε = ±1, TrRM := Tr(DRM).

1Çàäà÷è, ïîìå÷åííûå çíà÷êîì ∗ ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè.
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