
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà â òî÷íîðåøàåìûõ ìîäåëÿõ. Ëèñòîê 1.

Çàäà÷à 1. (Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ è êðèòè÷åñêèå èíäåêñû,
3áàëëà)

à) Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ è ñîîòíîøåíèÿìè
ìåæäó èõ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äîêàæèòå ðàâåíñòâà

CP

CV

=
κT

κS

, CP − CV = V T
α2

κT

ãäå CP , CV , κT , κS� èçîáàðíàÿ, èçîõîðíàÿ òåïëîåìêîñòè è èçîòåðìè÷åñêàÿ, àäèà-
áàòè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòè, ñîîòâåòñòâåííî:

CR =

(
δQ

∂T

)
R

, κR = − 1

V

(
∂V

∂p

)
R

,

à α = V −1(∂V/∂T )P� êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ.
á) Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè âûïóêëîñòè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, îáåñïå÷è-

âàþùèìè òðåáîâàíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè âåùåñòâà äîêàæèòå íåðàâåí-
ñòâî Ðàøáðóêà

α− + 2β + γ− ≥ 2

êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò êðèòè÷åñêèå èíäåêñû, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèõ âåëè÷èí

Cp ≍ |t|−α± , ρl − ρg ≍ tβ, κT ≍ t−γ±

âáëèçè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû T = Tc. Èíäåêñû ¾±¿ îòíîñÿòñÿ ê òåìïåðàòóðàì
âûøå è íèæå êðèòè÷åñêîé òî÷êè, ò.å.

t =
T − Tc

Tc

≷ 0

ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à 2. (Î ñâåðõïðîâîäÿùåì ïåðåõîäå, 3 áàëëà) Ìíîãèå ìåòàëëû ñòà-
íîâÿòñÿ ñâåðõïðîâîäíèêàìè ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå T è â ìàëåíüêîì ìàãíèòíîì
ïîëå H. Òåïëîåìêîñòè ìåòàëëà â íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàçàõ â íóëåâîì
ìàãíèòíîì ïîëå H = 0 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

Cn = V αT 3,

Cs = V [βT 3 + γT ],

ãäå V -îáúåì, à α, β, γ � êîíñòàíòû. (Èçìåíåíèåì îáúåìà â ýòîé çàäà÷å ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü.)

a) Èñïîëüçóÿ òðåòèé çàêîí òåðìîäèíàìèêè, âû÷èñëèòå ýíòðîïèè Sn(T ) è Ss(T )
íîðìàëüíîé è ñâåðõïðîâîäÿùåé ôàç.

b) Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñêðûòàÿ òåïëîòà ïåðåõîäà (òåïëîòà, çàòðà÷è-
âàåìàÿ íà ïðåâðàùåíèå îäíîé ôàçû â äðóãóþ) ðàâíà íóëþ, L = 0. Èñïîëüçóéòå ýòó
èíôîðìàöèþ, ÷òîáû âû÷èñëèòü òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà Tc êàê ôóíêöèþ α, β, γ.
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c) Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ýëåêòðîíû â ñâåðõïðîâîäíèêå îáðàçóþò êóïåðîâñêèå
ïàðû, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ âíóòðåííåé ýíåðãèè ñâåðõïðîâîäíèêà íà V∆, ò.å.
Un = E0 â íîðìàëüíîì ìåòàëëå, è Us = E0 − V∆ â ñâåðõïðîâîäíèêå. Âû÷èñëèòå
âíóòðåííèå ýíåðãèè îáîèõ ôàç ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå.

d) Ñðàâíèâàÿ ñâîáîäíûå ýíåðãèè Ãèááñà G(T,H,N) (èëè õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû)
äâóõ ôàç, ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè ∆ ÷åðåç α, β, γ.

f) Â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ó÷åò ìàãíèòíîé ðàáîòû äàåò dU = TdS +
HdM + µdN. Ñâåðõïðîâîäÿùàÿ ôàçà � èäåàëüíûé äèàìàãíåòèê, íå ïðîïóñêàþùèé
ìàãíèòíîå ïîëå âíóòðü, çàñ÷åò ïîÿâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà Ms = −HV/4π, ïðî-
òèâîïîëîæíîãî ìàãíèòíîìó ïîëþ. Íîðìàëüíûé ìåòàëë ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ íåìàã-
íèòíûé, ò.å. Mn = 0. Èñïîëüçóéòå ýòó èíôîðìàöèþ, âìåñòå ñ ïðåäûäóùèìè ðåçóëü-
òàòàìè, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ñâåðõïðîâîäíèê ïðåâðàùàåòñÿ â íîðìàëüíûé ìåòàëë â
ìàãíèòíîì ïîëå áîëüøåì ÷åì

Hc(T ) = H0

(
1− T 2

T 2
c

)
è íàéòè âûðàæåíèå äëÿ H0.

Çàäà÷à 3. Êëàññè÷åñêèå ãàðìîíè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû, 3 áàëëà.
Ðàññìîòðèòå N êëàññè÷åñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè è èì-
ïóëüñàìè pi, qi è ãàìèëüòîíèàíîì

H({pi, qi}) =
N∑
i=1

(
p2i
2m

+
mω2q2i

2

)
.

(à)Âû÷èñëèòå ýíòðîïèþ S êàê ôóíêöèþ âíóòðåííåé ýíåðãèèè U . (Óêàçàíèå: èç-
ìåíåíèåì ìàñøòàáîâ äëèíû è èìïóëüñà ìîæíî ïðåâðàòèòü ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé
ýíåðãèè â ñôåðó. Ïðè áîëüøèõ N îáúåì øàðîâîãî ñëîÿ 2N -ìåðíîãî øàðà ìîæíî
ñ÷èòàòü ðàâíûì îáúåìó øàðà.)

(á)Âû÷èñëèòå ýíåðãèþ U è òåïëîåìêîñòü CV êàê ôóíêöèþ òåìïåðàòóðû T è ÷èñëà
÷àñòèö N .

(â) Íàéäèòå ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè èìïóëüñà è êîîðäèíàòû îäíîãî
îñöèëëÿòîðà P (q, p). Âû÷èñëèòå ñðåäíþþ êèíåòè÷åñêóþ è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ
îñöèëëÿòîðà.

Çàäà÷à 4. Êâàíòîâûå ãàðìîíè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû, 3 áàëëà.
Ðàññìîòðèòå N íåçàâèñèìûõ êâàíòîâûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H({ni}) =
N∑
i=1

ℏω
(
1

2
+ ni

)
,

ãäå ìèêðîñîòîÿíèå ñèñòåìû çàäàåòñÿ N êâàíòîâûìè ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ îñöèëëÿ-
òîðîâ ni = 0, 1, 2, 3, . . ., i = 1, . . . , N , ïðèíèìàþùèìè ëþáûå íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå
çíà÷åíèÿ.

(à) Âû÷èñëèòå ýíòðîïèþ S êàê ôóíêöèþ âíóòðåííåé ýíåðãèè U . (Óêàçàíèå: ×èñëî
N (U) ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé U ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü
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M =
∑

i ni øàðîâ â N ÿùèêîâ, èëè ðàçäåëèòü îäíîìåðíóþ öåïî÷êó èç M øàðîâ
N − 1 ñòåíêàìè.)

(á) Âû÷èñëèòå ýíåðãèþ U è òåïëîåìêîñòü CV êàê ôóíêöèè òåìïåðàòóðû T , è
÷èñëà ÷àñòèö N .

(â)Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü f1(n) îáíàðóæèèòü îñöèëëÿòîð íà óðîâíå n.
Ïðîêîììåíòèðóéòå ðàçíèöó êâàíòîâîãî è êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðîâ.

Çàäà÷à 5. Îäíîìåðíàÿ öåïî÷êà óïðóãî âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòî-
ðîâ, 3 áàëëà.

Öåïî÷êà èç N + 1 îäèíàêîâûõ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö ìàññû m ñîåäèíåíû N óïðóãèìè
íåâåñîìûìè ïðóæèíêàìè ñ êîíñòàíòîé óïðóãîñòè K è äëèíîé a â ñâîáîäíîì ñîñòî-
ÿíèè. Ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöû çàêðåïëåíû íà ðàññòîÿíèè Na äðóã îò äðóãà.
Îáîçíà÷èì ïðîäîëüíîå îòêëîíåíèÿ ÷àñòèö îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ {ui}. Òàê êàê
êðàéíèå ÷àñòèöû çàêðåïëåíû, u0 = uN = 0. Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû çàâèñÿùèé îò
ñìåùåíèé {ui} è ñîïðÿæåííûõ èì èìïóëüñîâ {pi} èìååò âèä

H({pi, ui}) =
N∑
i=1

p2i
2m

+
K

2

[
u2
1 +

N−2∑
i=2

(ui − ui+1)
2 + u2

N−1

]
.

(à) Èñïîëüçóÿ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå (ðàçëîæåíèå ïî ñèíóñàì), íàéäèòå íîðìàëüíûå
ìîäû {ũk} è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòû {ωk}.
(á) Âûðàçèòå ãàìèëüòîíèàí ÷åðåç àìïëèòóäû íîðìàëüíûõ ìîä è âû÷èñëèòå êëàññè-
÷åñêóþ ñòàòñóììó. (Èíòåãðèðîâàíèå ïî {ui} ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü îò −∞ äî +∞.)
(â) Âû÷èñëèòå ⟨|ũ2

k|⟩ è èñïîëüçóéòå ðåçóëüòàò, ÷òîáû íàéòè⟨u2
i ⟩ . Ïîñòðîéòå ãðàôèê

ïîëó÷èâøåãîñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ êàæäîé ÷àñòèöû êàê ôóíêöèþ å¼
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
(ã) Êàê èçìåíèòñÿ ðåçóëüòàò, åñëè çàêðåïëåíà òîëüêî ïåðâàÿ ÷àñòèöà (u0 = 0), à ïî-
ñëåäíÿÿ ñâîáîäíà. (Ýòî çàäà÷à íàìíîãî ïðîùå, òàê êàê ñòàòñóììó ìîæíî âû÷èñëèòü,
ïåðåéäÿ îò êîîðäèíàò N ÷àñòèö ê äëèíàì N − 1 ïðóæèíîê).

Çàäà÷à 6. Îáîáùåííûé èäåàëüíûé ãàç, 4 áàëëà.
Ðàññìîòðèòå ãàç íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ áåññïèíîâûõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö ñ ýíåðãå-

òè÷åñêèì ñïåêòðîì ϵ = |p⃗/ℏ|s, íàõîäÿùèéñÿ â ñîñóäå îáúåìà V â d èçìåðåíèÿõ..
(à) Âû÷èñëèòå áîëüøîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ωη = −kT logZηè ïëîò-

íîñòü n = N/V ïðè õèìè÷åñêîì ïîòåíöèàëå µ. Âûðàçèòå îòâåò ÷åðåç s, d è ôóíêöèþ
f η
m(z), ãäå z = eβµ ,

f η
m(z) =

1

Γ(m)

� ∞

0

dxxm−1

z−1ex − η
,

η ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé 1 èëè −1 äëÿ áîçîíîâ è ôåðìèîíîâ ñîîòâåòñòâåííî.
(á) Íàéäèòå îòíîøåíèå pV/U è ñðàâíèòå äëÿ êëàññè÷åñêîãî ãàçà.
(â) Äëÿ ôåðìèîíîâ íàéäèòå çàâèñèìîñòü óäåëüíîé âíóòðåííåé ýíåðãèè U/N è p

îò ïëîòíîñòè n = N/V ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. (Óêàçàíèå: fm(z) → (ln z)m/m! ïðè
z → ∞).

(ã) Äëÿ áîçîíîâ íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ds íèæå êîòîðîé Áîçå-êîíäåíñàöèÿ îòñóò-
ñòâóåò. Åñòü ëè êîíäåíñàöèÿ â d = 2 ïðè s = 2.
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Çàäà÷à 7. Äèðàêîâñêèå ôåðìèîíû 4, áàëëà.
Ðàññìîòðèòå ãàç íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2, â êîòîðîì èìåþòñÿ

ïàðû îäíî÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèÿìè ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà

E±(k⃗) = ±
√
m2c4 + ℏ2k2c2,

íå çàâèñÿùèìè îò ñïèíà.
(à) Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôåðìèîííîé ñèñòåìû ñ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì µ ïîêà-

æèòå, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàéòè çàíÿòûì ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé µ+ δ ðàâíà âåðîÿòíîñòè
íàéòè íåçàíÿòûì ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé µ− δ. (δ� ïîñòîÿííàÿ ýíåðãèÿ.)

(á) Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå âñå îòðèöàòåëüíûå äèðàêîâñêèå ñîñòîÿíèÿ çàíÿòû,
à âñå ïîëîæèòåëüíûå ñâîáîäíû, ò.å. µ(T = 0) = 0. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïóíêòà (à)
íàéäèòå õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïðè ïðîèçâîëüíîé òåìïåðàòóðå T .

(â) Ïîêàæèòå, ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ òàêîé ñèñòåìû ïðè êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå
ðàâíà

U(T )− U(0) = 4V

�
d3k

(2π)3
E+(k⃗)

exp(βE+(k⃗)) + 1

(ã) âû÷èñëèòå èíòåãðàë èç ïóíêòà (â) äëÿ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö, m = 0.
(ä)Íàéäèòå òåïëîåìêîñòü CV áåçìàññîâûõ äèðàêîâñêèõ ÷àñòèö.
(å) Îïèøèòå êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå òåïëîåìêîñòè ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ äëÿ

÷àñòèö ñ ìàññîé.
Çàäà÷à 8. Ìîäåëü Èçèíãà-Êþðè-Âåéññà, 8 áàëëîâ

Ðàññìîòðèòå ôåððîìàãíèòíóþ ìîäåëü Èçèíãà-Êþðè-Âåéññà íà ïîëíîì ãðàôå, çà-
äàâàåìóþ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà

H(σ) = − J

N

∑
1≤i<j≤N

σiσj − h
N∑
i=1

σi, σk = ±1, k = 1, . . . , N,

ðåøòå å¼ èñïîëüçîâàíèåì òðåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ àíñàìáëåé.
(à) Âû÷èñëèòå ìèêðîêàíîíè÷åñêóþ ñòàòñóììó ìîäåëè áåç ïîëÿ, h = 0. Íàéäèòå

ýíòðîïèþ ñîñòîÿíèÿ S(U,M) c çàäàííîé ýíåðãèåé H(σ) = U è çàäàííîé íàìàãíè÷åí-
íîñòüþ M â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå N → ∞ . Íàéäèòå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ,
ñâÿçûâàþùåå òåìïåðàòóðó è óäåëüíóþ ýíåðãèþ u = U/N .

(á) Âû÷èñëèòå êàíîíè÷åñêóþ ñòàòñóììó c ôèêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðîé T è ôèê-
ñèðîâàííîé íàìàãíè÷åííîñòüþ M . Íàéäèòå óäåëüíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ f(T,m) =
N−1F (T,M) â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Âû÷èñëèòå ñîïðÿæåííîå M ìàãíèòíîå
ïîëå.

(â) Âû÷èñëèòå êàíîíè÷åñêóþ ñòàòñóììó ìîäåëè c çàäàííûì ïîëåì h è òåìïå-
ðàòóðîé T . Íàéäèòå ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ G(T, h), è çàïèøèòå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ,
ñâÿçûâàþùåå íàìàãíè÷åííîñòü c ìàãíèòíûì ïîëåì â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå.
Ñðàâíèòå c ïðåäûäóùèì ïóíêòîì.

(ã) Âû÷èñëèòå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû α±, β, γ±, δ.
(ä) Äîêàæèòå, ÷òî èìååòñÿ (îòñóòñòâóåò) äàëüíèé ïîðÿäîê ïðè ïðè òåìïåðàòóðå

íèæå (âûøå) êðèòè÷åñêîé, ò.å. äëÿ êîâàðèàöèè ⟨σ1σ2⟩c = ⟨σ1σ2⟩−⟨σ1⟩ ⟨σ2⟩ äâóõ ëþáûõ
ñïèíîâ èìåþò ìåñòî ïðåäåëû

lim
N→∞

< σ1σ2 >c= 0, T ≥ Tc
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è
lim

N→∞
< σ1σ2 >c ̸= 0, T < Tc.

(å) Ðàññìîòðèòå òàêóþ æå çàäà÷ó (â áîëüøîì êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå) äëÿ ìàã-
íåòèêà ñî ñïèíîì 1, ò.å. σi = 0,±1.

Çàäà÷à 9. Ìîäåëü Èçèíãà è ðåøåòî÷íûé ãàç 6 áàëëîâ.
Ðàññìîòðèòå ðåøåòî÷íûé ãàç: êîíôèãóðàöèÿ àòîìîâ c õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì µ

â âåðøèíàõ (ïîëíîãî) ãðàôà c V âåðøèíàìè çàïèñûâàåòñÿ ÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ ni =
0, 1, i = 1, . . . , V. Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö äà¼òñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà

H(n) = −g
∑

1≤i<j≤V

ninj.

Çàïèøèòå áîëüøóþ êàíîíè÷åñêóþ ñòàòñóììó ìîäåëè è íàéäèòå áîëüøîé òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèé ïîòåíöèàë Ω(T, µ, V ) = −pV . Ñâÿçàâ ïåðåìåííûå ni c èçèíãîâñêèìè ñïè-
íàìè ñîîòíîøåíèåì ni = (σi + 1)/2, èñïîëüçóéòå ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäåëè Èçèíãà-
Êþðè-Âåéññà íà ïîëíîì ãðàôå, ÷òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðåøåòî÷íîãî
ãàçà. Çàïèøèòå èõ ïðèáëèæåííî ïðè ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ è ñðàâíèòå c óðàâíåíèåì
ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà è ãàçà Âàí-äåð-Âààëüñà. Èäåíòèôèöèðóéòå êðèòè÷åñêóþ
òåìïåðàòóðó. Ïîñòðîéòå ëèíèþ ôàçîâîãî ïåðåõîäà æèäêîñòü-ãàç â p−T îñÿõ è ëèíèè
ïîñòîÿííûõ òåìïåðàòóð â p− ρ îñÿõ, ãäå ρ−ïëîòíîñòü ãàçà.
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