
éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÇÌÁ×Ù ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ÷ÅÓÎÁ 2025Ç

úÁÄÁÞÉ Ó 8 ÚÁÎÑÔÉÑ.

òÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÏÂÓÕÄÉÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÚÁÎÑÔÉÉ.

(1) íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : K → K ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÉÖÅ q, ÇÄÅ K | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ É q = |K|. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×
ÜÔÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ K ÌÀÂÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ,
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÙÍ É Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ), ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÍÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÕ-
ÄÅÔ ÕÖÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ: ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A, ÎÅ Ñ×ÌÑÀ-
ÝÅÍÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ f : A → A, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÉÚ A[t]. [õÔÅÛÉÔÅÌØÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ A = Z=n ÐÒÉ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍ n, ÉÌÉ
ÐÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌØ-
ÃÁ A, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÐÏÌÅÍ.]

(2) ëÁÖÄÙÊ ÂÕÌÅ× ×ÅËÔÏÒ a = (a1; : : : ; am) ∈ {0; 1}m ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË
Ä×ÏÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ na = 2m−1a1+2m−2a2+ : : :+2am−1+am,
0 ≤ na ≤ 2m−1, ÞÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×
{0; 1}m É ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ [0; 2m−1]. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÂÉ-
ÅËÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 2m−1] ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅ-
ÓËÏÍÕ1 ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÐÏÒÑÄËÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÂÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.

(3) Á) ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ FFnp
p

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ pn-ÍÅÒÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ Fp. äÌÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
m ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [m]p ∈ Fp ÅÇÏ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 : FFnp
p → FFnp

p , ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

f : Fn
p → Fp (Ô.Å. f ∈ FFnp

p ) ÎÏ×ÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

(	f)(x1; : : : ; xn) =
∑

0≤ki<p

f([k1]p; : : : ; [kn]p)x
k1
1 : : : xknn ;

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ. [ðÒÉ p ̸= 2 ÍÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÉÞÅ-
ÇÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ...)]

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p = 2 ÏÐÅÒÁÔÏÒ 	 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀÃÉÅÊ.

×) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÉ p = 2 ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ 	 + Id.

Ç) ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÁËÔÕÁÌØÎÁ ÚÁÄÁÞÁ 2 ÉÚ ÚÁÄÁÎÉÑ 3. îÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÏÎÁ
ÅÝÅ ÎÅ ÒÁÚÂÉÒÁÌÁÓØ, ÔÁË ÞÔÏ ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏ×ÔÏÒÎÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ.

(4) îÁ ÚÁÎÑÔÉÉ ÂÙÌ ÏÐÉÓÁÎ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á) ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅ-
ÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁöÅÇÁÌËÉÎÁ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. úÁÄÁÅÍ ÂÕÌÅ×Õ
ÆÕÎËÃÉÀ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÉÚ N = 2n ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉ-
ÞÅÓËÏÍÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ × ÐÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌ-
ÂÅÃ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÒÁÚÍÅÒÏÍ N × N . ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

1îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ≺ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å {0; 1}m ÏÐÒÅÄÅÌÑ-
ÅÔÓÑ ÔÁË: a = (a1; : : : ; am) ≺ b = (b1; : : : ; bm), ÅÓÌÉ ÌÉÂÏ a = b, ÌÉÂÏ ∃ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ 1 6 k 6 m É ∀
i < k ai = bi, É ak < bk. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ≺ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.



ÍÁÔÒÉÃÙ A, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÅ ÎÉÖÅ ÐÏÂÏÞÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ
×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ (ÐÅÒ×ÙÊ ÕÖÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎ). üÌÅÍÅÎÔÙ ÓÔÏÌÂÃÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ k + 1
×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ k-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ai;k+1 = ai;k + ai+1;k.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÓÔÏÌÂÃÏ× × ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A
ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ öÅÇÁÌËÉÎÁ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ × ÌÅËÓÉËÏ-
ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

(5) úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÐÒÏÛÌÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÈÏÖ ÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ
ðÁÓËÁÌÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a = (a1; : : : ; am), b = (b1; : : : ; bm) | Ä×Á ÂÕÌÅ×ÙÈ
×ÅËÔÏÒÁ (Ô.Å. a; b ∈ {0; 1}m), ÔÏ (× ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 2)(

na
nb

)
≡ 1 (mod 2) ⇔ ai ≥ bi ∀i:

(6) ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ
(
n

k

)
(mod p)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p.


