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Ëèñòîê 6. Ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé

Ðåêîìåíäóåìûé ñðîê ñäà÷è: 22 ìàÿ 2025

1. Ðàññìîòðèì àëãåáðó óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé, ïîðîæäåííóþ N2 ãåíåðàòîðàìè Lj
i , 1 ≤ i, j ≤ N ,

óäîâëåòâîðÿþùèìè êâàäðàòè÷íûì ñîîòíîøåíèÿì

R1L1R1L1 = L1R1L1R1, L = ∥Lj
i∥ (1)

ñ R-ìàòðèöåé GL(N) òèïà. Ïåðåéäåì ê íîâûì ãåíåðàòîðàì Kj
i ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ñäâèãà:

L = IeL − (q − q−1)K, K = ∥Kj
i ∥,

ãäå eL � åäèíè÷íûé ýëåìåíò àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé.

a) Çàôèêñèðóåì áàçèñ {xi}1≤i≤N â N -ìåðíîì êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è îïðå-

äåëèì ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâå V , çàäàâ ëèíåéíîå äåé-
ñòâèå åå ãåíåðàòîðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L1R1 ◃ x|1⟩ = R−1
1 x|1⟩.

Çäåñü ñèìâîë x|1⟩ îáîçíà÷àåò ñòîëáåö áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V : x|1⟩ = (x1, x2, . . . , xN )T .

Íàéäèòå ÿâíûé âèä äåéñòâèÿ ñëåäóþùåãî ïîëèíîìà m-ãî ïîðÿäêà îò ãåíåðàòîðîâ K:

Km+1Km . . .K3K2 ◃ x|1⟩ =?,

ãäå K1 = K1, Kp = R−1
p−1Kp−1Rp−1 äëÿ âñåõ p ≥ 2.

á) Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì

TrR(2...m+1)(R2 . . . RmKm+1 . . .K2) = I1TrR(K
m),

ïðîâåðüòå, ÷òî öåíòðàëüíûå ýëåìåíòû pm(K) = TrR(K
m) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå

V ñêàëÿðíûìè îïåðàòîðàìè

pm(K◃) = χm IdV ,

è íàéäèòå êîýôôèöèåíòû χm.

2. Îïðåäåëèì �îáîáùåííîå ïðàâèëî Ëåéáíèöà� äëÿ ïåðåñòàíîâêè ãåíåðàòîðîâ Lj
i è áàçèñíûõ âåê-

òîðîâ xi ïðîñòðàíñòâà V (ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó):

R1L1R1x|1⟩ = x|1⟩L2. (2)

à) Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå ïðàâèëî Ëåéáíèöà, äîïîëíåííîå äåéñòâèåì ãåíåðàòîðîâ

íà åäèíè÷íûé ýëåìåíò

Lj
i ◃ eL = ε(Lj

i )eL = δji eL, (3)

ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé (1) â òåíçîðíûõ ñòå-

ïåíÿõ V ⊗k, ∀ k ≥ 1 è íàéäèòå ÿâíûé âèä äåéñòâèÿ ãåíåðàòîðîâ Lj
i â òåíçîðíîì áàçèñå

R1R2 . . . Rk x|1⟩x|2⟩ . . . x|k⟩ ïðîñòðàíñòâà V ⊗k (ìû îïóñêàåì çíàêè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

⊗ â îáîçíà÷åíèè áàçèñíîãî âåêòîðà â V ⊗k):

L1 ◃ R1R2 . . . Rk x|1⟩x|2⟩ . . . x|k⟩ =?



á)* Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà çàäà÷è, íàéäèòå ÿâíûé âèä ìàòðèöû Ω(k)(R),
îïðåäåëÿþùåé äåéñòâèå öåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà p1(L) = TrR(L) â ïðîñòðàíñòâå V ⊗k:

TrR(L) ◃ x|1⟩x|2⟩ . . . x|k⟩ = Ω(k)(R)12...k x|1⟩x|2⟩ . . . x|k⟩.

Óêàçàíèå. Äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå V ⊗k óäîáíî ïåðåïèñàòü â âèäå äåéñòâèÿ

�ìàòðè÷íîé êîïèè� Lk+1 íà ñòàíäàðòíûé òåíçîðíûé áàçèñ x|1⟩x|2⟩ . . . x|k⟩ è âîñïîëüçîâàòüñÿ

òîæäåñòâîì:

TrR(m+1)(Lm+1) = I12...mTrR(L).

3. Ïðîñòðàíñòâî V ⊗k ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

V ⊗k =
⊕
λ⊢k

dλ⊕
i=1

V λ
(i)

ãäå V λ
(i) = P λ

ii(R)V ⊗k � îáðàçû äåéñòâèÿ ïðèìèòèâíûõ èäåìïîòåíòîâ P λ
ii(R) àëãåáðû Ãåêêå Hk(q)

â åå R-ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè. Çäåñü èíäåêñ i íóìåðóåò ñòàíäàðòíûå òàáëèöû Þíãà, îòâå÷à-

þùèå äàííîìó ðàçáèåíèþ λ ⊢ k, dλ � êîëè÷åñòâî òàêèõ òàáëèö. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðàëüíûé

ýëåìåíò p1(L) = TrR(L) â ïðîñòðàíñòâàõ V λ
(i) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûìè îïåðàòîðàìè:

TrR(L◃) = χλ IdV λ
(i)
,

ãäå êîýôôèöèåíòû χλ çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçáèåíèÿ λ è íå çàâèñÿò îò íîìåðà òàáëèöû Þíãà i, è
íàéäèòå ÿâíûé âèä ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ.

4. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî V ∗, äâîéñòâåííîå ê N -ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó V , ââåäåííîìó â çàäà-
÷àõ 1 è 2. Ïóñòü {yi}1≤i≤N � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ∗, äâîéñòâåííûé áàçèñó {xi}1≤i≤N

⟨xi, yj⟩ = δji

îòíîñèòåëüíî íåâûðîæäåííîé áèëèíåéíîé ôîðìû ⟨ , ⟩ : V ⊗ V ∗ → C. Îïðåäåëèì �îáîáùåííîå

ïðàâèëî Ëåéáíèöà� äëÿ ïåðåñòàíîâêè ãåíåðàòîðîâ Lj
i ñ âåêòîðàìè yk:

L2 y
⟨1| = y⟨1|R1L1R1. (4)

Çäåñü ñèìâîë y⟨1| îáîçíà÷àåò ñòðîêó áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V ∗: y⟨1| = (y1, y2, . . . , yN ).

à) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàíîâêà (4) âìåñòå ñ äåéñòâèåì (3) çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû óðàâ-

íåíèÿ îòðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâå V ∗.

á) Ïîñòðîéòå ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé â ïðîñòðàíñòâå V ⊗ V ∗, âû÷èñ-
ëèâ äåéñòâèå ãåíåðàòîðîâ íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ xi ⊗ yj ñ ïîìîùüþ �îáîáùåííûõ ïðàâèë

Ëåéáíèöà� (2) è (4).

â) Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàîì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, íàéäèòå �îáîáùåííîå ïðàâèëî Ëåéáíèöà� äëÿ

ïåðåñòàíîâêè ãåíåðàòîðîâ Lj
i ñ áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè M s

k = xk⊗ys, êîòîðîå ïîçâîëèò ñòðî-
èòü ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû óðàâíåíèÿ îòðàæåíèé â òåíçîðíûõ ñòåïåíÿõ W⊗n ïðîñòðàíñòâà

W = V ⊗ V ∗.


