
÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. ïÓÅÎØ 2025Ç

úÁÄÁÞÉ Ë ÓÅÍÉÎÁÒÁÍ. óÐÉÓÏË 2.

íÎÏÖÅÓÔ×Á, ÆÕÎËÃÉÉ, ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

îÅ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÂÕÄÕÔ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

(1) ðÕÓÔØ A;B ⊂ X É C;D ⊂ Y . ôÏÇÄÁ A × C ⊂ X × Y É B ×D ⊂ X × Y . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(A× C) ∩ (B ×D) = (A ∩B)× (C ∩D).

(2) ðÕÓÔØ f : X → Y ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

Á) ëÁË ÒÁÚÌÏÖÉÔØ f × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÓÀÒßÅËÃÉÉ É ÉÎßÅËÃÉÉ, Ô.Å. ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
Z, ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : X → Z É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : Z → Y ,
ÞÔÏ f = ' ◦  ?

Â) ëÁË ÒÁÚÌÏÖÉÔØ f × ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÉÎßÅËÃÉÉ É ÓÀÒßÅËÃÉÉ, Ô.Å. ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
W , ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : X →W É ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : W → Y ,
ÞÔÏ f = � ◦ �?

(3) äÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ1 X ×X × : : :×X︸ ︷︷ ︸
n ÒÁÚ

É X{1;2;:::;n}.

(4) äÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z. îÁÊÄÉÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ
f∗ : ZY → ZX É f∗ : X

Z → Y Z , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ  ∈ ZY ÐÏÌÏÖÉÍ
f∗( ) =  ◦ f , Á ÄÌÑ ' ∈ XZ ÐÏÌÏÖÉÍ f∗(') = f ◦ '.

(5) A É B | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ Y X × Y A × Y B, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ, ÅÓÌÉ A ∩ B = ∅,
É ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, ÅÓÌÉ X = A ∪ B, É ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ2 Y A⊔B É
Y A × Y B.

(6) ðÕÓÔØ A É B | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ
ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ A ∩ B É (A × B) ∩ �, ÇÄÅ � | ÄÉÁÇÏÎÁÌØ (Ô.Å. � =
{(x; x) | x ∈ X} ⊂ X ×X).

(7) óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ
Á) 3 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×? Â) 4 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?

(8) ÷×ÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å V ×ÅÒÛÉÎ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (n ≥ 3) ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ R, ÅÓÌÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÌÏÍÁÎÏÊ,
Ú×ÅÎØÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÄÌÉÎÕ.
ìÏÍÁÎÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ Ú×ÅÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ, ÎÏ
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ä×ÁÖÄÙ. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ? óËÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ?

1ëÏÎÅÞÎÏ, n-ËÒÁÔÎÏÅ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ X ×X × : : :×X︸ ︷︷ ︸
n ÒÁÚ

ÞÁÝÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÁË Xn.

2îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ C = A ⊔B ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ C = A ∪B É ÐÒÉ ÜÔÏÍ A ∩B = ∅.



(9) ÷×ÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z=n ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ a; b ∈ Z=n, ÔÏ aRb ÅÓÌÉ
∃ c ∈ Z=n, c ̸= [0], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ c · a = c · b. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ? óËÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ?

(10) ÷×ÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ3 × Z=n ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: aRb
ÅÓÌÉ ∃ c ∈ Z=n, c ̸= [0], ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ c · a = c · b = [0]. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ? óËÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ?

(11) ðÕÓÔØ f : X → Y ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ X ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R ÔÁË: aRb, ÅÓÌÉ
f(a) = f(b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, É ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ
ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ X=R É ÏÂÒÁÚÏÍ f(X) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f .

(12) ðÕÓÔØ X = R2 \{(0; 0)} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×: Ä×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ (a; b) É (c; d) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ � ∈ R a = �c É b = �d. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÐÉÛÉÔÅ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

(13) ÷×ÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ R ÔÁË: a ∼ b, ÅÓÌÉ
a− b ∈ Z. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R → R2, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ F (t) = (cos 2�t; sin 2�t) ÚÁÄÁÅÔ
ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ R= ∼ É ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ.

(14) çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÊÔÉ × ÌÀÂÕÀ. òÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÓÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÎÙÍ. îÁ-
ÚÏ×ÅÍ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÊÔÉ × ÄÒÕÇÕÀ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑ
ÐÏ ÍÏÓÔÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
×ÅÒÛÉÎ. óËÏÌØËÏ ÂÕÄÅÔ ËÌÁÓÓÏ× ÚË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ k ÍÏÓÔÏ×? äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ÉÚ ÇÒÁÆÁ ÕÄÁÌÉÔØ ×ÓÅ ÍÏÓÔÙ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ Ó×ÑÚÎÙÍ ÇÒÁ-
ÆÏÍ ÂÅÚ ÍÏÓÔÏ×.

(15) ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÔÒÉ ÐÒÉÍÅÒÁ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ä×ÕÍ
ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÎÉÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ É ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÔØÅÍÕ. õÓÌÏ×ÉÑ: ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ;
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ; ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

(16) ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÁ ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼.
çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼, ÅÓÌÉ ÉÚ a ∼ a′ É
b ∼ b′ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a∗b ∼ a′ ∗b′. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X= ∼ ÍÏÖÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÉÎÁÒÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ �∗ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ [a] ⊂ X É [b] ⊂ X | Ä×Á
ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ [a]�∗[b] ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ [a∗ b]. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ ÂÙÌÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÉÌÉ ÏÂÌÁÄÁÌÁ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ,
ÔÏ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÂÕÄÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ É ÏÐÅÒÁÃÉÑ �∗ ÎÁ X= ∼.

(17) ðÕÓÔØ n > 1 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ

n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ4 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Z. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Z ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÉ
ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z=n.

3îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ x ∈ Z=n, x ̸= [0] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ∃ y ∈ Z=n, y ̸= [0], ÔÁËÏÅ ÞÔÏ x · y = [0].
4îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ x É y ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, ÅÓÌÉ x− y ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n.



(18) ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R3 ×ÅËÔÏÒÏ× × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ ∼ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ
OZ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅ-
ÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×Á-
ÎÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 16 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R3= ∼.
õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ É ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å É
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

(19) ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R3 ×ÅËÔÏÒÏ× × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ ∼ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ XOY . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÏ-
Ú×ÏÌÑÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 16 ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R3= ∼. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÓÉ OZ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ
É ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å É ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒÏ×, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÓÉ OZ).

(20) ëÁË ÓÄÅÌÁÔØ Z ÉÚ N? úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ "∼" ÎÁ N× N ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (a; b) ∼
(a′; b′) ÅÓÌÉ a + b′ = a′ + b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÐÉÛÉÔÅ
ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ5 ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ N × N ÓÏ-
ÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÉÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 16 ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (N×N)= ∼ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ,
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, É ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏ-
ÌÏÖÎÙÍ. ïÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

(21) ëÁË ÓÄÅÌÁÔØ Q ÉÚ Z? ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z×N ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼ ÔÁË:
(a; b) ∼ (c; d), ÅÓÌÉ ad = bc. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ É × ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ6 ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ (× ÓÍÙÓÌÅ
ÚÁÄÁÞÉ 16) Ó ÜÔÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ
| ÎÅÔ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ♢ ÎÁ Z×N, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (a; b)♢(c; d) = (ad+bc; bd),
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ É ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÎÔÎÏÓÔÉ ∼. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Z × N → Q, ÚÁÄÁÎÎÏÅ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ f(a; b) = a

b
ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (Z × N)= ∼ É Q, ÐÒÉ

ËÏÔÏÒÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ♢ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ × Q, Á ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ |
ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Q.

(22) (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 13.) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ × R ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 13, É × ÓÉÌÕ ÚÁÄÁÞÉ 16 ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÂÉÎÁÒÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ
ÎÁ R= ∼, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �+. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ×ÓÅÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ Å×-
ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ O.
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ◦ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÎÁ S.
ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ f : (R= ∼) → S, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÕÀ Ó ÜÔÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, Ô.Å. ÔÁËÕÀ,
ÞÔÏ f([x] �+[y]) = f([x]) ◦ f([y]). (x; y ∈ R.)

5óÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÎÏÓËÕ.
6åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÁ ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ⋄, Á ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Y | ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ?, ÔÏ ÎÁ

ÉÈ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ X × Y ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÏ×ÕÀ ÂÉÎÁÒÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ: (x; y)~
(x′; y′) = (x ⋄ x′; y ? y′).


