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Многочлены

АЛ3⋄1. Покажите, что если несократимая дробь 𝑝
𝑞 ∈ ℚ является корнем многочлена

𝑓(𝑥) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘 ∈ ℤ[𝑥],

тогда:
а) 𝑝 ∣ 𝑎0, б) 𝑞 ∣ 𝑎𝑛, в) (𝑝 − 𝑚𝑞) ∣ 𝑓(𝑚) для всех 𝑚 ∈ ℤ.

АЛ3⋄2. Покажите, что 𝑃 ∈ ℤ[𝑥] не может иметь целых корней, если 𝑃(0) и 𝑃(1) нечетные.
АЛ3⋄3. Докажите, что нeприводимый надℚ многочлен не имеет кратных комплексных кор-
ней.

АЛ3⋄4. Докажите, что приводимый над ℚ многочлен с целыми коэффициентами расскла-
дывается в произведение двух многочленов с целыми коэффициентами. При этом степень
каждого многочлена меньше чем степень самомго многочлена.

АЛ3⋄5 (Признак неприводимости Эйзенштейна). Докажите, что если для многочлена 𝑓 ∈
ℤ[𝑥] существует простое 𝑝 ∈ ℤ такое, что
• старший коэффициент 𝑓 не делится на 𝑝,
• все остальные коэффициенты 𝑓 делятся на 𝑝,
• свободный член 𝑓 не делится на 𝑝2,
тогда многочлен 𝑓 неприводим над ℚ.

АЛ3⋄6. Докажите, что
𝛷𝑝 = 𝑥𝑝−1 + 𝑥𝑝−2 + … + 𝑥 + 1

неприводимый над ℚ многочлен, если 𝑝 - простое.
АЛ3⋄7. Докажите, что над полем нулевой характеристики 𝕜 многочлен 𝑃 ∈ 𝕜[𝑥] делится на
свою производную тогда и только тогда, когда 𝑃 = 𝑎(𝑥 − 𝑥0)𝑛.

АЛ3⋄8. Покажите, что многочлен 𝑥3𝑛 + 𝑥3𝑚+1 + 𝑥3𝑙+2 делится на 𝑥2 + 𝑥 + 1.
АЛ3⋄9. Докажите, что многочлен 𝑓 ∈ ℂ[𝑥]<𝑛, принимающий целые значения в 𝑛 последова-
тельных целых точках, принимает целые значения во всех целых точках.

АЛ3⋄10. Докажите, что если 𝔽𝑞 — поле из 𝑞 элементов, то 𝑥𝑞 − 𝑥 = ∏
𝑎∈𝔽𝑞

(𝑥 − 𝑎)
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