
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè 2025

Ëèñòîê 3. Ìíîãîìåðíûå êâàíòîâûå ñèñòåìû: óãëîâîé ìîìåíò è ñïèí,

òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû.

Ðåêîìåíäóåìûé ñðîê ñäà÷è: 03 äåêàáðÿ 2025ã.

Îêîí÷àòåëüíûé ñðîê ñäà÷è: 12 äåêàáðÿ 2025ã.

1. Îäíîé èç íàáëþäàåìûõ õàðàêòåðèñòèê êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ åå

ìîìåíò èìïóëüñà1, çàäàâàåìûé âåêòîðíûì îïåðàòîðîì
ˆ⃗
J . Ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû |m, j⟩

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðîâ (
ˆ⃗
J )2 è Ĵ3:

(
ˆ⃗
J )2 |m, j⟩ = ℏ2 j(j + 1) |m, j⟩ , Ĵ3 |m, j⟩ = ℏm |m, j⟩ .

à) Íàéäèòå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè Ĵ1 è Ĵ2 â ñîñòîÿíèè |m, j⟩.
á) Ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû íà íàïðàâëåíèå, çàäàâàåìîå åäèíè÷íûì

âåêòîðîì n⃗, õàðàêòåðèçóåòñÿ îïåðàòîðîì (
ˆ⃗
J , n̂). Äëÿ ñëó÷àÿ

n⃗ = (n1, n2, n3) = (sin θ, 0 , cos θ)

îïðåäåëèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ ýòîé íàáëþäàåìîé â ñîñòîÿíèè |m, j⟩.
â) (íåîáÿçàòåëüíàÿ) Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü ïðè èçìåðåíèè ïðîåêöèé

ìîìåíòà Ĵ1 è (
ˆ⃗
J , n̂) ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ℏj, åñëè ñèñòåìà íàõîäèèòñÿ

â ñîñòîÿíèè |m, j⟩.
Óêàçàíèå. Çäåñü óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïåðàòîðàìè, èãðàþùèìè ïî îòíîøåíèþ ê Ĵ1

è (
ˆ⃗
J , n̂) òàêóþ æå ðîëü, êàêóþ èãðàåò îïåðàòîð Ĵ+ ïî îòíîøåíèþ ê Ĵ3.

2. Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòèö. Ñîñòîÿíèå êàæäîé ÷àñòèöû

ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ îïåðàòîðîì åå ìîìåíòà èìïóëüñà
ˆ⃗
J (a), ãäå a = 1, 2 �

íîìåðà ÷àñòèö.

Íàáëþäàòåëü ïðèãîòàâëèâàåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, â êîòîðîì äîñòîâåðíî èçâåñòíî, ÷òî

çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíûõ êâàäðàòîâ ìîìåíòîâ (
ˆ⃗
J (a))2 ðàâíû ℏ2(ja + 1)ja, à çíà÷åíèÿ ïðî-

åêöèé íà îñü Oz⃗ ìîìåíòîâ Ĵ
(a)
3 ðàâíû ℏma (ja ∈ Z+/2, −ja ≤ ma ≤ ja). Îáîçíà÷èì

òàêîå ñîñòîÿíèå

|Ψ⟩ = |m1, j1⟩ ⊗ |m2, j2⟩ .

à) ×åìó ðàâíû â ñîñòîÿíèè |Ψ⟩ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ïîëíîãî ìîìåíòà èì-

ïóëüñà ñèñòåìû Ĵi := Ĵ
(1)
i + Ĵ

(2)
i , à òàêæå åãî ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà (

ˆ⃗
J )2 ?

á) Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ |Ψ⟩ = |j1, j1⟩⊗|j2 − 1, j2⟩ îïðåäåëèòå âñå âîçìîæíûå ðåçóëü-
òàòû èçìåðåíèÿ íàáëþäàåìîé (

ˆ⃗
J )2 , à òàêæå âåðîÿòíîñòü èõ íàáëþäåíèÿ.

Â ñëó÷àå j1 = j2 íàáëþäàòåëü ìîæåò ïðèãîòîâèòü ñêàëÿðíîå ñîñòîÿíèå |Φ⟩, ïîëíûé
ìîìåíò èìïóëüñà êîòîðîãî äîñòîâåðíî ðàâåí íóëþ: (

ˆ⃗
J )2 |Φ⟩ = 0.

1Ýòî ìîæåò áûòü åå âíóòðåííèé ìîìåíò � ñïèí
ˆ⃗
S , èëè âíåøíèé � ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû â ïîñòðàí-

ñòâå, ìû åãî äàëåå íàçûâàåì îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì è îáîçíà÷àåì
ˆ⃗
M . Â îáùåì ñëó÷àå

ˆ⃗
J =

ˆ⃗
M +

ˆ⃗
S .



â) Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè èçìåðåíèè

â ñîñòîÿíèè |Φ⟩ 3-åé ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà ïåðâîé ÷àñòèöû Ĵ
(1)
3 . Êàêèå

ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîñëåäóþùåì èçìåðåíèè 3-é ïðîåêöèè ìîìåíòà

èìïóëüñà âòîðîé ÷àñòèöû?

Óêàçàíèå. Óäîáíî áóäåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ñêàëÿðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñî-

îòíîøåíèÿìè Ĵ3 |Φ⟩ = Ĵ± |Φ⟩ = 0.

3. 3-ìåðíûé èçîòðîïíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð. Ðàñìîòðèì ìîäåëü ñ ãàìèëü-

òîíèàíîì

Ĥ =
ˆ⃗p
2

2m
+

mw2 ˆ⃗q
2

2
, p⃗ ∈ R3, q⃗ ∈ R3,

â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè è â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (îáñóæäåíèå ýòîé ìîäåëè

â òåðìèíàõ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ ñì. â ëåêöèè 16.11.2022).

Èñïîëüçóÿ áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïîëíîãî íàáîðà íàáëþäàåìûõ {E, M⃗2,M3}
(çäåñü E è M⃗ = q⃗ × p⃗ � ýíåðãèÿ è îðáèòàëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâåííî) â ñòà-

öèîíàðíîì óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ìîæíî îòäåëèòü óãëîâûå ïåðåìåííûå θ è ϕ è ñâå-

ñòè çàäà÷ó ê ðåøåíèþ ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. âèäåîçàïèñü ëåêöèé 17.11.2021 è

24.11.2021, à òàêæå çàïèñêè ëåêöèè �9 2020ã., ñòð. 1�3.)

a) Îïðåäåëèòå àñèìïòîòèêè ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðè r → 0 è r → +∞. Èñ-

ïîëüçóÿ èõ, ïîñòðîéòå àíçàö äëÿ ïîèñêà ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà Ĥ �

ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè E äëÿ ñîñòîÿíèé

äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ñèñòåìû.

Óêàçàíèå. Äåéñòâóéòå àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü ïðè ïîñòðîåíèè ñâÿçàííûõ

ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà

á) Äëÿ êàæäîãî äèñêðåòíîãî óðîâíÿ ýíåðãèè E îïðåäåëèòå êðàòíîñòü åãî âûðîæ-

äåíèÿ è âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû M⃗2 ïðè

äàííîì çíà÷åíèè E.

â) Íàéäèòå ïëîòíîñòü ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçîòðîïíîãî ãàðìîíè÷å-

ñêîãî îñöèëëÿòîðà â îñíîâíîì è â ïåðâîì âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèÿõ â ñëó÷àå,

êîãäà M3 = 0. Âûðàæåíèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê ìîæíî íå âûâîäèòü, à

ïîçàèìñòâîâàòü, íàïðèìåð, â ëåêöèÿõ:

Y 0
0 =

√
1

4π
, Y ±1

1 = ±
√

3

8π
e±iϕ sin θ, Y 0

1 = −
√

3

4π
cos θ.

4. Ñèñòåìà èç ÷åòûðåõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ñî

ñïèíîì 1/2 ïîìåùåíà âî âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì 3-ìåðíîãî èçîòðîïíî-

ãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Òàêèì îáðàçîì ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû �

(L2(R3)⊗ C2))⊗4.

à) Îïðåäåëèòå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îñíîâíîãî è ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèé ýòîé

ñèñòåìû, à òàêæå êðàòíîñòè èõ âûðîæäåíèÿ.

á) Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îïðåäåëèòå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ

� ïîëíîãî ñïèíà ñèñòåìû ÷àñòèö;

� ïîëíîãî îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû;

� ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû � ñóììû åå ñïèíà è îðáèòàëüíîãî ìî-

ìåíòà.

â) (íåîáÿçàòåëüíàÿ) Çàïèøèòå âîëíîâóþ ôóíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû

ñ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ïîëíîãî ñïèíà è ïîëíîãî îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà.


