
Òåìû êóðñîâûõ è âûïóñêíûõ ðàáîò

Äìèòðèÿ Ïèîíòêîâñêîãî

1. [1-2 êóðñ áàêàëàâðèàòà è 1 êóðñ ìàãèñòðàòóðû] Òåîðåìà Ñêîëåìà�

Ìàëåðà�Ëåõà è åå îáîáùåíèÿ

Åñëè â öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíî ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷-
íî ìíîãî íóëåé, òî ðàíî èëè ïîçäíî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé ïîÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷íîñòü. Â ýòîì ñîñòîèò çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ìàëåðà�Ñêîëåìà�Ëåõà. Èç-
âåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóþò ñâîéñòâà p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.
Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòü äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû è åå îáîáùåíèé,
êîòîðûå ïîÿâèëèñü óæå â 21 âåêå. Ýòè îáîáùåíèÿ ñâÿçàíû ñ äèíàìè÷åñêîé ãè-
ïîòåçîé Ìîðäåëëà-Ëåíãà î òîì, íàñêîëüêî ÷àñòî ïðè ìíîãîêðàòíîì ïðèìåíåíèè
êàêîãî-òî îòîáðàæåíèÿ òî÷êà èç àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîïàäàåò â ïîä-
ìíîãîîáðàçèå. Â ðàáîòå ïðèäåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ îñíîâàìè p-àäè÷åñêîãî àíàëèçà.

Åñëè ïîëó÷èòñÿ óãëóáèòüñÿ â èññëåäîâàíèÿ âàðèàíòîâ ýòîé ãèïîòåçû, òåìà
ìîæåò áûòü îñíîâîé ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâàíèé íà ñòàðøèõ êóðñàõ.
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2. [âñå êóðñû, âêëþ÷àÿ âûïóñêíûå ðàáîòû] Àëãåáðû íåêîììóòàòèâíîé

ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè

Ãðàäóèðîâàííóþ àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîîð-
äèíàòíîå êîëüöî âîîáðàæàåìîãî "íåêîììóòàòèâíîãî ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ". Ñâîéñòâà ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî ñâîéñòâàì àëãåáðû.
Èíòåðåñíû àëãåáðû, ó êîòîðûõ àëãåðàè÷åñêèå è ãîìîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà íà-
ïîìèíàþò ñâîéñòâà êëàññè÷åñêèõ êîîðäèíàòíûõ êîëåö. Ýòî áîëüøàÿ òåìà, â
êîòîðîé âîçìîæíû è îáçîðíûå, è èññëåäîâàòåëüñêèå ðàáîòû.

Âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ìíîãî, âîò äâà èç íèõ.

2à. Íåêîììóòàòèâíûå êîãåðåíòíûå àëãåáðû. Êîëüöî êîãåðåíòíî ñïðà-
âà, åñëè êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïðàâûå èäåàëû â íåì êîíå÷íî ïðåäñòàâèìû êàê
ìîäóëè. Òàêîâû íåòåðîâû êîëüöà, à òàêæå, íàïðèìåð, ñâîáîäíàÿ àññîöèàòèâíàÿ



àëãåáðà è àëãåáðû ïóòåé íà ãðàôàõ. Áûâàåò ñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî êàêàÿ-òî ãî-
ìîëîãè÷åñêè èíòåðåñíàÿ àëãåáðà êîãåðåíòíà, íî êàæäûé òàêîé ïðèìåð ìîæåò
äàòü èíòåðåñíîå íåêîììóòàòèâíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü íîâûå
ïðèìåðû êîãåðåíòíûõ è íåêîãåðåíòíûõ ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð è èçó÷èòü èõ
ñâîéñòâà. Ñâîéñòâà êàòåãîðèé ìîäóëåé íàä òàêèìè àëãåáðàìè è èõ ïðîèçâîäíûå
êàòåãîðèè ïðåäñòàâëÿþò îòäåëüíûé èíòåðåñ.

2á. Îò ïóòåé íà ãðàôàõ äî êâàäðàòè÷íûõ àëãåáð
Çàäà÷à � èçó÷èòü ðÿäû Ãèëüáåðòà ãðàäóèðîâàííûõ êâàäðàòè÷íûõ àëãåáð.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîé àëãåáðû � ìîíîìèàëüíàÿ àëãåáðà îðèåíòèðîâàííî-
ãî ãðàôà: åå ïîðîæäàþùèå àëãåáðû � âåðøèíû ãðàôà, à âñåâîçìîæíûå ïóòè â
ãðàôå ñîñòàâëÿþò ëèíåéíûé áàçèñ. Ñàìûé èíòåðåñíûé êëàññ � êîçþëåâû (èëè
êîøóëåâû) àëãåáðû, ãîìîëîãè÷åñêè ïîõîæèå íà êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ. Î ðÿäàõ
Ãèëüáåðòà òàêèõ àëãåáð ìíîãîå èçâåñòíî, íî îñòàåòñÿ ðÿä ãèïîòåç è îòêðûòûõ
âîïðîñîâ � â òîì ÷èñëå î ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ÷èñëà ìàðøðóòîâ â ãðàôàõ.
Çäåñü âîçìîæíû îáçîðíûå ðàáîòû, êîìïüþòåðíûå èññëåäîâàíèÿ è òåîðåòè÷å-
ñêèå ðàáîòû.
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3. [Âñå êóðñû, âêëþ÷àÿ âûïóñêíûå ðàáîòû] Îïåðàäû è àëãåáðû ñ òîæ-

äåñòâàìè

Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàäû � àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû, çàäàþùèå ëèíåéíûå
àëãåáðû ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè îïåðàöèÿìè è òîæäåñòâàìè ìåæäó íèìè. Çà
ñ÷åò ñâÿçè ñ òîïîëîãè÷åñêèìè îïåðàäàìè îíè òàêæå çàìå÷àòåëüíûé èíñòðóìåíò
äëÿ èçó÷åíèÿ ãîìîëîãèé. Ëèíåéíûå áàçèñû â îïåðàäàõ îáû÷íî êîäèðóþòñÿ äå-
ðåâüÿìè, à îáùàÿ òåîðèÿ îáîáùàåò òåîðèþ ãðàäóèðîâàííûõ àññîöèàòèâíûõ àë-
ãåáð. Ýòà òåîðèÿ àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ïîñëåäíèå 30 ëåò, íî ìíîãî åùå ïðåäñòîèò
ñäåëàòü.

Íà÷àòü çíàêîìñòâî ñ îïåðàäàìè ìîæíî ñ çàäà÷è ïåðå÷èñëåíèÿ äåðåâüåâ, èç-
áåãàþùèõ êàêîãî-òî øàáëîíà. Óæå çäåñü åñòü èíòåðåñíûå îòêðûòûå êîìáèíà-
òîðíûå âîïðîñû. Îòäåëüíûé êëàññ çàäà÷ � ïðîãðàììèðîâàíèå àëãîðèòìîâ âû-
÷èñëåíèé â îïåðàäàõ è ýìïèðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.
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