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Остатки в кольце целых чисел

АЛ1⋄1. На бревне поставили отметки, делящие его на 17 равных частей, и отметки, деля-
щие его на 37 равных частей. Затем распилили по всем отметкам. Найдите набор (мно-
жество с кратностями) длин получившихся кусков.

АЛ1⋄2. Опишите все решения уравнения 𝑛𝑥 = 0 в кольце ℤ/ (𝑚). Сколько их?
АЛ1⋄3 (Малая теоремаФерма). Докажите, что для любого целого числа 𝑎 и любого простого

целого числа 𝑝 верно, что 𝑎𝑝 ≡ 𝑎 (mod 𝑝).
АЛ1⋄4. Группа обратимых элеметов кольца ℤ/ (𝑚) обозначается (ℤ/ (𝑚))∗. Количество эле-

ментов этой группы называется функцией Эйлера 𝜑(𝑚) = #(ℤ/ (𝑚))∗.
а) 𝜑(𝑚) это количество натуральных чисел от 1 до 𝑚, взаимно простых с 𝑚;
б) Для натурального 𝑛 и простого натурального 𝑝 найдите 𝜑(𝑝𝑛);
в) (Мультипликативность функции Эйлера) Для любых взаимно простых чисел 𝑚 и 𝑛

покажите, что 𝜑(𝑛𝑚) = 𝜑(𝑛)𝜑(𝑚).
АЛ1⋄5. Для любых натуральных 𝑚 и 𝑛 докажите равенства:

а*) 𝜑(𝑛)𝜑(𝑚) = 𝜑(НОК(𝑛,𝑚))𝜑(НОД(𝑛,𝑚));
б*) 𝜑(𝑛𝑚) = 𝜑(НОК(𝑛,𝑚)) ⋅ НОД(𝑛,𝑚).

АЛ1⋄6. Решите уравнения:
а) 𝜑(𝑥) = 18;
б) 𝜑(𝑥) = 12;
в) 𝑥 − 𝜑(𝑥) = 12;
г) 𝜑(𝑥) = 𝑥/2;
д*) 𝜑(𝑥) = 𝑥/3;
е*) 𝜑(𝑥) = 𝑥/𝑛;
ж) 𝜑(𝑛𝑥) = 𝜑(𝑥), где 𝑛— натуральное число, 𝑛 > 1.

АЛ1⋄7∗. Докажите, что для любого натурального 𝑛
𝑛 = ∑

𝑑|𝑛
𝜑(𝑑).

АЛ1⋄8 (Теорема Эйлера). Докажите , что для любых взаимнопростых натуральных 𝑚 и 𝑎
верно сравнение 𝑎𝜑(𝑚) ≡ 1 (mod 𝑚).

АЛ1⋄9 (Теорема Вильсона). Докажите, что для любого простого натурального числа 𝑝 вер-
но, что (𝑝 − 1)! ≡ −1 (mod 𝑝).

АЛ1⋄10∗. Даны натуральные числа 𝑘,𝑚,𝑛 ∈ ℕ. Чему равен НОД чисел 𝑘𝑚 + 1 и 𝑘𝑛 + 1?
АЛ1⋄11. Докажите, что для каждого натурального числа 𝑚 cуществует кратное ему нату-

ральное число 𝑛, сумма цифр которого равна 𝑚.
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