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Â êàæäîé èç ïðèâåäåííîé íèæå òåì ïåðå÷èñëåíû íåêîòîðûå êîíêðåòíûå âîïðîñû, íàä êîòîðû-
ìè ìîæíî ðàáîòàòü. Îäíàêî îðèåíòèðîâàòüñÿ ëó÷øå íà øèðîêèå òåìû, à ñ âûáîðîì êîíêðåòíîãî
íàïðàâëåíèÿ âíóòðè ýòîé òåìû ÿ ïîìîãó â õîäå ëè÷íîãî îáñóæäåíèÿ. Âñå êíèãè è ñòàòüè, ïåðå-
÷èñëåííûå â ñïèñêå ëèòåðàòóðû, ó ìåíÿ åñòü â ýëåêòðîííîì âèäå, è ÿ ìîãó èìè ïîäåëèòüñÿ ïî
çàïðîñó. Ïåðå÷èñëåíà íå âñÿ ðåëåâàíòíàÿ ëèòåðàòóðà, à òîëüêî òî, ñ ÷åì ñòîèò ïîçíàêîìèòüñÿ â
ïåðâóþ î÷åðåäü.

1 Ðàâíîñîñòàâëåííîñòü ìíîãîóãîëüíèêîâ è ìíîãîãðàííèêîâ

Äâà ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêà P è Q íàçûâàþòñÿ ðàâíîñîñòàâëåííûìè, åñëè ìîæíî ðàçðåçàòü P
íà ìíîãîóãîëüíûå ôðàãìåíòû è ñëîæèòü èç íèõ Q. Â ýòîì îïðåäåëåíèè íåÿâíî çàäàíà íåêîòîðàÿ
ãðóïïà G åâêëèäîâûõ èçîìåòðèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïåðåäâèãàòü ôðàãìåíòû: êàæäûé ôðàãìåíò
çàìåíÿåòñÿ íà G-êîíãðóýíòíûé åìó. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ãðóïïû G ìîæíî ãîâîðèòü î åâêëè-
äîâîé ðàâíîñîñòàâëåííîñòè (êîãäà G ñîñòîèò èç âñåõ åâêëèäîâûõ èçîìåòðèé), ðàâíîñîñòàâëåí-
íîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ (êîãäà G ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé âñåõ ïàðàëëåëüíûõ
ïåðåíîñîâ) è ò.ä. Äëÿ áîëåå îáùåãî âûáîðà ãðóïïû G ãîâîðÿò î G-ðàâíîñîñòàâëåííîñòè.

Çàäà÷è î åâêëèäîâîé ðàâíîñîñòàâëåííîñòè âîñõîäÿò ê àíòè÷íîñòè. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé
òåîðåìå Óîëëåñà�Áîéÿè�Ãåðâèíà, äâà ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîñîñòàâëåíû îòíîñèòåëüíî
åâêëèäîâûõ èçîìåòðèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò ðàâíûå ïëîùàäè. Áîëåå òîãî, òîò
æå ðåçóëüòàò îñòà¼òñÿ âåðíûì, åñëè ãðóïïó âñåõ åâêëèäîâûõ èçîìåòðèé çàìåíèòü íà çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøóþ ïîäãðóïïó, ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ïîâîðîòîâ íà 180◦, êàê
ïîêàçàëè Õàäâèãåð è Ãëóð â 1951 [5]. Îäíàêî äëÿ ðàâíîñîñòàâëåííîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëü-
íûõ ïåðåíîñîâ Õàäâèãåð è Ãëóð îáíàðóæèëè áåñêîíå÷íî ìíîãî èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå, íàðÿäó ñ
ïëîùàäüþ, ìîãóò ðàçëè÷àòü íåðàâíîñîñòàâëåííûå ôèãóðû. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, äàæå êîãäà G
ñîñòîèò èç âñåõ åâêëèäîâûõ èçîìåòðèé, èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî èíâàðèàíòîâ ðàâíîñîñòàâëåí-
íîñòè (èíâàðèàíòû Äåíà, 1900).

1.1 Ðàâíîñîñòàâëåííîñòü êîîðäèíàòíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ.
Êîîðäèíàòíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðòèêàëüíûìè è ãîðèçîí-

òàëüíûìè ñòîðîíàìè. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êîîðäèíàòíûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1 è 2 íà
êîíå÷íîå ÷èñëî êîîðäèíàòíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ òàê, ÷òîáû èç íèõ ìîæíî áûëî ñëîæèòü êâàäðàò?
Ïîëó÷åííûå ïîñëå ðàçðåçàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûå êóñêè ìîæíî ïàðàëëåëüíî ïåðåíîñòü, íî íåëüçÿ ïî-
âîðà÷èâàòü. Ýòî ïðèìåð çàäà÷è, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè èíâàðèàíòà òåíçîðíîé ïëîùàäè.

Ðàññìîòðèì íàáîð R êîîðäèíàòíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðîâ a1 × b1, . . . , an × bn, êîòîðûå
ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî ïî ãðàíèöå. Òåíçîðíîé ïëîùàäüþ íàáîðà R íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

a1 ⊗ b1 + · · ·+ an ⊗ bn ∈ R⊗Q R.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî ôàêòà ìîæåò ñîñòàâèòü êóðñîâóþ ðàáîòó: äâà íàáîðà êîîðäèíàòíûõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíîñîñòàâëåíû äðóã äðóãó ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ñ óñëîâèåì,
÷òî ðàçðåçàòü ðàçðåøàåòñÿ òîëüêî íà êîîðäèíàòíûå ïðÿìîóãîëüíèêè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ó ýòèõ íàáîðîâ ñîâïàäàþò òåíçîðíûå ïëîùàäè.



Ðèñ. 1: Êâàäðàò òðàíñëÿöèîííî (!) ðàâíîñîñòàâëåí ñâîåé ïîâåðíóòîé (íà ïðîèçâîëüíûé óãîë) êîïèè.

1.2 Ðàâíîñîñòàâëåííîñòü îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ è ïîäãðóïïû

âðàùåíèé

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ.

Çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ ïëîñêîñòè R2. Òàêæå óäîáíî áóäåò çàôèêñèðîâàòü íà÷àëî êîîðäèíàò
o â R2 è ðàññìàòðèâàòü R2 êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Âûáåðåì îðèåíòèðîâàííóþ ïðÿìóþ L,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è îïðåäåëèì ôóíêöèþ HGL íà âûïóêëûõ ìíîãîóãîëüíèêàõ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ äàííîãî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà P îïðåäåëèì ïðÿìûå L± êàê äâå
îïîðíûå ïðÿìûå ìíîãîóãîëüíèêà P , ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé L. Ìû âûáèðàåì ýòè ïðÿìûå òàê,
÷òîáû P ëåæàë ñëåâà îò L+ è ñïðàâà îò L− îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé îðèåíòàöèè ïðÿìîé L, à
òàêæå âûáðàííîé îðèåíòàöèè ïëîñêîñòè R2. Îïðåäåëèì

HGL(P ) := Len(P ∩ L+)− Len(P ∩ L−),

ãäå Len îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó äëèíó ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà.
Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàâíîñîñòàâëåííîñòè îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ (òðàñëÿöèîí-

íîé ðàâíîñîñòàâëåííîñòè) íà ïëîñêîñòè, íàéäåííîå Õàäâèãåðîì è Ãëóðîì, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äâà ìíîãîóãîëüíèêà P è Q òðàíñëÿöèîííî ðàâíîñîñòàâëåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ïëîùàäü è îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ âñåõ ìåð Õàäâèãåðà�Ãëóðà. Çàìåòèì,
÷òî, õîòÿ ìåð Õàäâèãåðà�Ãëþðà íåñ÷¼òíîå ÷èñëî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ñîîòíîøåíèé, ÷òîáû ðåøèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè P è Q ðàâíîñîñòàâëåííûìè, à èìåííî, íóæíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî area(P ) = area(Q) è HGL(P ) = HGL(Q) äëÿ êàæäîé ïðÿìîé L ∋ o, ïàðàëëåëüíîé ðåáðó
ìíîãîóãîëüíèêà P èëè Q.

Ïóñòü òåïåðü ãðóïïà G åâêëèäîâûõ äâèæåíèé ñîäåðæèò âñå ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû è íåêî-

òîðûå âðàùåíèÿ. Åñëè ãðóïïà âðàùåíèé ñîäåðæèò ïîâîðîò íà π, òî ðàâíîñîñòàâëåííîñòü îòíî-
ñèòåëüíî G ðàâíîñèëüíà ðàâíîñîñòàâëåííîñòè îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âñåõ åâêëèäîâûõ äâèæåíèé.
Îäíàêî, åñëè ãðóïïà âðàùåíèé íå ñîäåðæèò ïîâîðîò íà π, òî ýòî íå òàê. Êðèòåðèè ðàâíîñî-
ñòàâëåííîñòè, âïðî÷åì, íåñëîæíî ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ Õàäâèãåðà�Ãëóðà,
¾óñðåäíåííûõ¿ ïî ãðóïïå ïîâîðîòîâ. Ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ ýòèìè êðèòåðèÿìè è àêêóðàò-
íî èõ çàïèñàòü.

Ëèòåðàòóðà: [17, 18, 5, 7].

1.3 Ðàâíîñîñòàâëåííîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2�3 êóðñà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ µ
íà ìíîæåñòâå âñåõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â R3 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ìåðîé, åñëè

µ(P ) = µ(P1) + · · ·+ µ(Pn),



âñÿêèé ðàç, êîãäà P ðàçðåçàí íà êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîãîãðàííûõ ôðàãìåíòîâ P1, . . . , Pn. Áî-
ëåå ôîðìàëüíî, P ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ìíîãîãðàííèêîâ Pi, ïðè÷¼ì âíóòðåííîñòè ýòèõ ìíî-
ãîãðàííèêîâ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî
µ(P ) = µ(P+) + µ(P−) êàæäûé ðàç, êîãäà ïëîñêîñòü ðàññåêàåò ìíîãîãðàííèê P íà äâå ÷àñòè P+

è P−. Ãîâîðÿò, ÷òî µ ÿâëÿåòñÿ G-èíâàðèàíòíîé, åñëè µ(gP ) = µ(P ) äëÿ âñåõ g ∈ G. Íàïðèìåð,
îáúåì ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íà (îãðàíè÷åííûõ) ìíîãîãðàííèêàõ, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïîëíîé
ãðóïïû åâêëèäîâûõ èçîìåòðèé.

Èç îïðåäåëåíèé ÿñíî, ÷òî åñëè P è Q îêàçàëèñü G-ðàâíîñîñòàâëåíû, òî µ(P ) = µ(Q) äëÿ
êàæäîé ïðîñòîé G-èíâàðèàíòíîé ìåðû µ. Îáðàòíîå òàêæå âåðíî, êàê áûëî äîêàçàíî Õàäâèãå-
ðîì. Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàâíîñîñòàâëåííîñòè òåïåðü ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ¾ïîëíîãî¿ íàáîðà
ïðîñòûõ G-èíâàðèàíòíûõ ìåð, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ (G-ðàâíîñîñòàâëåííûõ)
ìíîãîãðàííèêîâ. Ïóñòü òåïåðü G � ïîëíàÿ ãðóïïà èçîìåòðèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà. Äåí â 1900 îïðåäåëèë ïðîñòûå èíâàðèàíòíûå ìåðû � èíâàðèàíòû Äåíà � êîòîðûå ìî-
ãóò ðàçëè÷àòü íåðàâíîñîñòàâëåííûå ìíîãîãðàííèêè îäèíàêîâîãî îáúåìà. Òåîðåìà Äåíà�Ñèäëåðà
óòâåðæäàåò, ÷òî äâà ìíîãîãðàííèêà ðàâíîñîñòàâëåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ ñîâ-
ïàäàþò îáúåìû è âñå èíâàðèàíòû Äåíà. Ýòà òåîðåìà èìååò íåïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî, îò÷àñòè
îñíîâàííîå íà ñëîæíûõ âû÷èñëåíèÿõ � ÷àñòü ýòèõ âû÷èñëåíèé óäàëîñü çàìåíèòü ñîîáðàæåíèÿìè
èç ãîìîëîãè÷åñêîé àëãåáðû, íî îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü âñå ðàâíî ïðåäñòàâëÿåò òåõíè÷åñêèå ñëîæíî-
ñòè. Õîòåëîñü áû ðàçâèòü ïîäõîä ê òåîðåìå Äåíà�Ñèäëåðà, îñíîâàííûé íà èìåþùåìñÿ îïèñàíèè
âñåõ ïðîñòûõ ìåð íà ìíîãîãðàííèêàõ. Èçâåñòíî, êàê èç ýòîãî îïèñàíèÿ âûäåëèòü îïèñàíèÿ òðàíñ-
ëÿöèîííî èíâàðèàíòûõ ìåð, è îñòàëîñü òîëüêî íàëîæèòü óñëîâèå èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî
âðàùåíèé.

Ëèòåðàòóðà: [18, 11]

1.4 Èíâàðèàíòû ðàâíîñîñòàâëåííîñòè íà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 3 êóðñà è ñòàðøå.

Íà âñÿêîé êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè ñ äâóìÿ è áîëåå ðó÷êàìè èìååòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ìåò-
ðèêà, ò.å. ïîâåðõíîñòü ëîêàëüíî âûãëÿäèò êàê ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî. Ìíîãîóãîëüíàÿ ôèãóðà
íà ïîâåðõíîñòè � íå òî æå ñàìîå, ÷òî ìíîãîóãîëüíèê íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, ïîñêîëüêó,
íàïðèìåð, íåêîòîðûå íåñòÿãèâàåìûå ïåòëè íà ôèãóðå ìîãóò áûòü íåñòÿãèâàåìûìè òàêæå è íà
âñåé ïîâåðõíîñòè, ò.å. ïðîîáðàç ôèãóðû ïðè óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè íå áóäåò ïðîñòî êîïèåé ôè-
ãóðû. Çàäà÷à: îïèñàòü âñå ïðîñòûå êîíå÷íî àääèòèâíûå ìåðû íà ìíîãîóãîëüíûõ ôèãóðàõ äàííîé
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Ëèòåðàòóðà: [8, 6].

2 Êóñî÷íî åâêëèäîâà è êóñî÷íî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ äèíàìèêà

Ó çàäà÷ ðàâíîñîñòàâëåííîñòè åñòü äèíàìè÷åñêèé êîíòåêñò. Ðàññìîòðèì ðàâíîñîñòàâëåííîñòè ìíî-
ãîóãîëüíèêà P ñ ñàìèì ñîáîé. Åñëè ðàíüøå íàñ èíòåðåñîâàëî òîëüêî íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå
ðàâíîñîñòàâëåííîñòè, òî çäåñü íàëè÷èå î÷åâèäíî, íî ìû ñìîòðèì íà êîíêðåòíûå îòîáðàæåíèÿ
� êàæäîå òàêîå îòîáðàæåíèå f îïðåäåëåíî íà âñåõ ôðàãìåíòàõ íåêîòîðîãî ìíîãîóãîëüíîãî ðàç-
áèåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà P è íà êàæäîì ôðàãìåíòå äåéñòâóåò êàê åâêëèäîâî äâèæåíèå. Òàêèå
îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàþòñÿ êóñî÷íûìè èçîìåòðèÿìè. Êóñî÷íûå èçîìåòðèè ìîæíî èòåðèðîâàòü.
Ïðè ýòîì âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ èëè àïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò, ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð è ïðî÷. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåðåñíî èçó÷àòü
ñâîéñòâà ãðóïïû âñåõ êóñî÷íûõ èçîìåòðèé.

2.1 Èíâàðèàíò Ñà�Àðíó�Ôàòè è åãî àíàëîãè

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2�3 êóðñîâ. Ïóñòü I := [0; 1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç IET(I) ãðóïïó
âñåõ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ êóñî÷íûõ èçîìåòðèé îòðåçêà I. Ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû äåéñòâóþò
íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êàê ïàðàëëåëüíûå ïåðåíîñû; îíè íàçûâàþòñÿ



ïåðåêëàäûâàíèÿìè îòðåçêà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðóïïà IET(I) èìååò áîëüøóþ àáåëèàíèçàöèþ. À
èìåííî, èìååòñÿ ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì èç IET(I) â àääèòèâíóþ ãðóïïó áåñêîíå÷íîìåðíîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V , î êîòîðîì
èäåò ðå÷ü � ýòî

∧2
QR, âíåøíèé êâàäðàò àääèòèâíîé ãðóïïû R. Ãîìîìîðôèçì èç IET(I) â V

îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Êàæäîå ïåðåêëàäûâàíèå f îòðåçêà I ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ îòðåçêà I íà
íåñêîëüêî ïîäîòðåçêîâ I1, . . . , In, ïðè÷åì íà êàæäîì Ii îòîáðàæåíèå f äåéñòâóåò êàê ñäâèã íà
íåêîòîðûé (îäíîìåðíûé) âåêòîð τi ∈ R. Ïîëîæèì

SAF(f) :=
n∑

i=1

Len(Ii)⊗ τi ∈ R⊗Q R.

Ýòî îòîáðàæåíèå èç IET(I) â òåíçîðíûé êâàäðàò ãðóïïû R íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ñà�Àðíó�

Ôàòè. Íà ñàìîì äåëå, îáðàçîì ãðóïïû IET(I) ïðè îòîáðàæåíèè SAF áóäåò V =
∧2

QR. Áîëåå
òîãî, îòîáðàæåíèå SAF ïðåäñòàâëÿåò àáåëèàíèçàöèþ ãðóïïû IET(I), ò.å. îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ êîì-
ìóòàòèâíàÿ ãðóïïà, à ÿäðîì � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ êîììóòàòîðàìè. Èìåþòñÿ àíàëîãè SAF-
èíâàðèàíòà äëÿ ïåðåêëàäûâàíèé ìíîãîóãîëüíèêîâ è ìíîãîãðàííèêîâ. Â ýòîì ïðåäëàãàåòñÿ ðàçî-
áðàòüñÿ.

Ëèòåðàòóðà: [1, 12, 19].

2.2 Êóñî÷íî åâêëèäîâà äèíàìèêà è ãîìîëîãèè ãðóïîèäîâ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 3 êóðñà è ñòàðøå.

Ãðóïîèä � ýòî ìàëàÿ êàòåãîðèÿ, â êîòîðîé âñå ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè. Îáúåêòû
ãðóïîèäà ïðèíÿòî îòîæäåñòâëÿòü ñ òîæäåñòâåííûìè àâòîìîðôèçìàìè ýòèõ îáúåêòîâ. Òîïîëîãè-
÷åñêèé ãðóïîèä � ýòî ãðóïîèä, íà ìíîæåñòâå ñòðåëîê êîòîðîãî ââåäåíà òîïîëîãèÿ. Ïðè íåêîòî-
ðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ òèïà êîìïàêòíîñòè ìîæíî ãîâîðèòü î ãðóïïàõ ãîìîëîãèé
òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïîèäîâ. Â çàäà÷àõ åâêëèäîâîé ðàâíîñîñòàâëåííîñòè, à òàêæå â çàäà÷àõ êó-
ñî÷íî åâêëèäîâîé äèíàìèêè âàæíóþ ðîëü èãðàþò ãðóïîèäû ôëàãîâ. Îáúåêòû ýòèõ ãðóïîèäîâ �
ïîëíûå àôôèííûå îðèåíòèðîâàííûå ôëàãè, òî åñòü òî÷êà ïëþñ ëó÷, âûõîäÿùèé èç ýòîé òî÷êè,
ïëþñ ïîëóïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ â ñâîåé ãðàíè÷íîé ïðÿìîé ýòîò ëó÷, è òàê äàëåå. Ìîðôèçìû
� åâêëèäîâû èçîìåòðèè, ïåðåâîäÿùèå îäèí ôëàã â äðóãîé; îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî óïîðÿäî-
÷åííàÿ ïàðà ôëàãîâ îäíîçíà÷íî çàäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ èçîìåòðèþ. Ïîñêîëüêó ìîæíî ââîäèòü
îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäãðóïïó åâêëèäîâûõ èçîìåòðèé (òîëüêî ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ, òîëüêî ïå-
ðåíîñû, è ò.ä.), à òàêæå îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð ôëàãîâ (òîëüêî ïðàâèëüíîé îðèåíòàöèè, òîëüêî
ïàðàëëåëüíûå äàííîìó, è ò.ä.), ðå÷ü èäåò íå îá îäíîì ãðóïîèäå, à î ìíîãèõ. Íóëåâûå ãîìîëîãèè
ýòèõ ãðóïîèäîâ ðåøàþò çàäà÷ó ðàâíîñîñòàâëåííîñòè, à ïåðâûå ãîìîëîãèè èìåþò îòíîøåíèå ê
àáåëèàíèçàöèè ãðóïï êóñî÷íî åâêëèäîâûõ àâòîìîðôèçìîâ. Èíûìè ñëîâàìè, íóëåâûå ãîìîëîãèè
îòâå÷àþò çà ãåîìåòðèþ, à ïåðâûå � çà äèíàìèêó. Çàäà÷à: âû÷èñëèòü ïåðâûå ãîìîëîãèè íåêîòîðûõ
èç óêàçàííûõ ãðóïîèäîâ.

2.3 Âíåøíèå áèëüÿðäû îòíîñèòåëüíî åâêëèäîâûõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíè-

êîâ: äèíàìè÷åñêîå ñàìîïîäîáèå

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2 êóðñà è ñòàðøå.

Ïóñòü P � âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè. Ðàññìîòðèì òî÷êó z âî âíåøíîñòè ìíîãî-
óãîëüíèêà P è ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè ñìîòðåòü íà P èç z, òî òîëüêî îäíà âåðøèíà ìíîãîóãîëüíè-
êà P , à èìåííî, âåðøèíà a, áóäåò âèäíà êàê ñàìàÿ ïðàâàÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì f(z) = 2a− z,
òî åñòü f äåéñòâóåò íà z êàê îòðàæåíèå (= ïîâîðîò íà 180◦) îòíîñèòåëüíî âåðøèíû a. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f îïðåäåëåíî íà îáúåäèíåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ñåêòîðîâ è
îòðàæàåò êàæäûé èç ýòèõ ñåêòîðîâ îòíîñèòåëüíî åãî âåðøèíû. Ýòî îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèåì âíåøíåãî áèëüÿðäà îòíîñèòåëüíî P . Çàìåòèì, ÷òî f êóñî÷íî åâêëèäîâî. Íàèáîëåå
ñèììåòðè÷íàÿ ñèòóàöèÿ è, ïî ýòîé ïðè÷èíå, îäíà èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñèòóàöèé, âîçíèêàåò,
êîãäà P � ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê. Äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé n ó f íàáëþäàåòñÿ äèíàìè÷åñêîå



Ðèñ. 2: Ñëåâà: âíåøíèé áèëüÿðä îòíîñèòåëüíî ïðàâèëüíîãî 5-óãîëüíèêà. Ñïðàâà: âíåøíèé áè-
ëüÿðä îòíîñèòåëüíî ïðàâèëüíîãî 7-óãîëüíèêà. Ðàçíîöâåòíûå îáëàñòè � ýòî ïåðèîäè÷åñêèå êîì-
ïîíåíòû.

ñàìîïîäîáèå, òî åñòü îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ îòíîñèòåëüíî f â íåêî-
òîðûé ìåíüøèé ìíîãîóãîëüíèê ñîïðÿæåíî ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî åâêëèäîâà ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïîäîáèÿ îòîáðàæåíèþ ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ â áîëüøèé ìíîãîóãîëüíèê. Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêîãî
ñàìîïîäîáèÿ âîçíèêàþò èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî f ôðàêòàëû. Íà íàñòîÿùèé ìîìåíò äèíàìè-
÷åñêîå ñàìîïîäîáèå îáíàðóæåíî òîëüêî äëÿ n = 5, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 18. Âîïðîñ: êàê äèíàìè÷åñêîå
ñàìîïîäîáèå ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâàìè êðóãîâîãî ïîëÿ Q[ζ], ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü n-é ñòåïåíè
èç åäèíèöû, è ñîîòâåòñòâóþùåãî êîëüöà öåëûõ? Äàííàÿ òåìà ïðåäïîëàãàåò àêòèâíûå êîìïüþ-
òåðíûå ýêñïåðèìåíòû.

Ëèòåðàòóðà: [23, 25, 2]

2.4 Ãèïåðáîëè÷åñêèå âíåøíèå áèëüÿðäû

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 3 êóðñà è ñòàðøå.

Âíåøíèé áèëüÿðä îòíîñèòåëüíî âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Î ñàìîïîäîáèÿõ ãîâîðèòü íå ïðèõîäèòñÿ,
ïîòîìó ÷òî â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî âîîáùå íåò ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
îòëè÷èå îò åâêëèäîâîãî ñëó÷àÿ, ðàçìåð, ñêàæåì, ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà, èãðàåò ðîëü ïà-
ðàìåòðà â ñåìåéñòâå ãèïåðáîëè÷åñêèõ âíåøíèõ áèëüÿðäîâ. Èíòåðåñíî èçó÷àòü äàæå ñåìåéñòâî
âíåøíèõ áèëüÿðäíûõ îòðîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ (ñîîòâåòñòâóþùàÿ
åâêëèäîâà çàäà÷à òðèâèàëüíà). Ïóñòü J � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òåõ òî÷åê ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî, â êîòîðûõ èòåðàöèÿ f◦n îòîáðàæåíèÿ âíåøíåãî áèëüÿðäà f íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé äëÿ
íåêîòîðîãî n.

Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóþò ëè áëóæäàþùèå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ äî ìíîæåñòâà J , òî åñòü òàêèå
êîìïîíåíòû Ω, ÷òî f◦n(Ω) ∩ Ω = ∅ äëÿ ëþáîãî n?

Çàäà÷à 2. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà Ω äîïîëíåíèÿ äî ìíîæåñòâà J îãðàíè-
÷åíà ëèáî îêðóæíîñòüþ, ëèáî âûïóêëûì ìíîãîóãîëüíèêîì?

Ëèòåðàòóðà: [24, 14, 21]

2.5 Ãðóïïû ðàâíîñîñòàâëåííîñòåé

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 2 êóðñà è ñòàðøå.

Â òåîðèè ðàâíîñîñòàâëåííîñòè âîçíèêàþò ãðóïïû, êîòîðûå èíòåðåñíî èçó÷àòü ñ ïîçèöèé àá-
ñòðàêòíîé èëè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ãðóïï. Èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè îòíî-
ñÿòñÿ òîëüêî ê îäíîìåðíîé ñèòóàöèè, ò.å. ê ïåðåêëàäûâàíèÿì îòðåçêîâ, èëè ê î÷åíü ñïåöèàëü-



íûì êëàññàì ïåðåêëàäûâàíèé ìíîãîãðàííèêîâ, íàïðèìåð, ïåðåêëàäûâàíèÿì êîîðäèíàòíûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ïîñðåäñòâîì ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Íàïðèìåð, ãðóïïà IET âñåõ
ïåðåêëàäûâàíèé îòðåçêà, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîé èìåííî îòðå-
çîê ïåðåêëàäûâàòü. Èíâàðèàíò Ñà�Àðíó�Ôàòè (ñì. ðàçäåë 2.1) îñóùåñòâëÿåò àáåëèàíèçàöèþ ýòîé
ãðóïïû è, òàêèì îáðàçîì, IET èìååò áîëüøóþ àáåëèàíèçàöèþ. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãðóïïà IET▷◁,
ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ êóñî÷íî èçîìåòðè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ îòðåçêà, íå îáÿçàòåëüíî ñîõðàíÿþ-
ùèõ îðèåíòàöèþ, ïðîñòà, êàê ïîêàçàë Àðíó. Íåèçâåñòíî, åñòü ëè â IET ñâîáîäíûå ïîäãðóïïû ñ
áîëåå ÷åì îäíîé îáðàçóþùåé è ÿâëÿåòñÿ ëè IET àìåíàáåëüíîé (ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ïåðâûé
âîïðîñ ïîâëå÷åò îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âòîðîé).

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü âîò êàêèå ãðóïïû:

� ãðóïïó SC âñåõ êóñî÷íûõ èçîìåòðèé äàííîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîóãîëüíèêà â R2 (ñ òî÷íî-
ñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ýòà ãðóïïà íå çàâèñèò îò âûáîðà ìíîãîóãîëüíèêà);

� ïîäãðóïïó SC+, ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ êóñî÷íî åâêëèäîâûõ èçî-
ìåòðèé (îíà òîæå íå çàâèñèò îò âûáîðà ìíîãîóãîëüíèêà);

� ãðóïïó PET(P ) âñåõ ïåðåêëàäûâàíèé, ò.å. êóñî÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, ìíîãîóãîëü-
íèêà P . Ýòà ãðóïïà, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò íàáîðà èíâà-
ðèàíòîâ Õàäâèãåðà�Ãëóðà ìíîãîóãîëüíèêà P , äåëåííûõ (äëÿ íîðìàëèçàöèè) íà êîðåíü èç
ïëîùàäè.

Ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî ãðóïïà SC îêàæåòñÿ ïðîñòîé. Ó ãðóïï SC+ è PET(P ) èìåþòñÿ
áîëüøèå àáåàëèàíèçàöèè, íî òî÷íî îíè ïîêà íå ïîñ÷èòàíû. Àêòóàëåí âîïðîñ î íàëè÷èè â ýòèõ
ãðóïïàõ íåöèêëè÷åñêèõ ñâîáîäíûõ ïîäãðóïï, ïðè÷åì, åñëè îíè åñòü, íî íàéòè èõ â ðàçìåðíîñòè
> 1 ìîæåò áûòü ïðîùå, ÷åì â ðàçìåðíîñòè 1.

Ëèòåðàòóðà: [9]

3 Çàäà÷è ãåîìåòðèçàöèè

Ïðîãðàììà ãåîìåòðèçàöèè, êîòîðóþ íàèáîëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ñôîðìóëèðîâàë è ðàçâèâàë Ó.
Òåðñòîí, ñîñòàâëÿåò îäíó èç ãëîáàëüíûõ ïàðàäèãì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè, ñâÿçûâàþùóþ òî-
ïîëîãèþ è òîïîëîãè÷åñêóþ äèíàìèêó ñ ãåîìåòðèåé. Ñàìûé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè � òåîðåìà Ïåðåëüìàíà, âêëþ÷àþùàÿ â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ âåðèôèêàöèþ ãèïîòåçû Ïó-
àíêàðå. Ãðóáî ãîâîðÿ, ãåîìåòðèçàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â êàæäîì êëàññå òîïîëîãè÷åñêîé
ýêâèâàëåíòíîñòè òåõ èëè èíûõ îáúåêòîâ (ìíîãîîáðàçèé, äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, è ò.ï.) ìîæíî
âûáðàòü ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ, ò.å. îáúåêò, íàäåëåííûé äîïîëíèòåëüíîé æåñòêîé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïðè÷åì ÷àñòíî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîé îáúåêò òîëüêî îäèí ñ òî÷íîñòüþ
äî ãåîìåòðè÷åñêîé (!) ýêâèâàëåòíîñòè. Äâóìåðíûå âàðèàíòû çàäà÷ ãåîìåòðèçàöèè, êàê ïðàâèëî,
íàìíîãî ïðîùå òðåõìåðíûõ, íî ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ.

3.1 Êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòðûõ êðèâûõ ïîñðåäñòâîì æåëåçíîäîðîæíûõ ïóòåé

Ïóñòü S � ïîâåðõíîñòü êîíå÷íîãî òèïà, òî åñòü êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ, èç êîòîðîé, âîç-
ìîæíî, âûêîëîëè êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê. Çà ðåäêèìè èñêëþ÷åíèÿìè (êîòîðûå ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü
ïî ïàëüöàì), íà S áûâàåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî íåãîìîòîïíûõ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ.
Ìíîæåñòâî C ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè S èíòåðåñíî
è ñàìî ïî ñåáå, è ïîñêîëüêó íà íåì äåéñòâóåò ãðóïïà êëàññîâ îòîáðàæåíèé (÷åðåç ýòî äåéñòâèå
óäîáíî èçó÷àòü ïîñëåäíþþ ãðóïïó). Ìîæíî äîñòàòî÷íî ÿâíî êëàññèôèöèðîâàòü âñå ýëåìåíòû èç
C â êîìáèíàòîðíûõ òåðìèíàõ, èñïîëüçóÿ òàê íàçûâàåìûå æåëåçíîäîðîæíûå ïóòè (ÆÄ ïóòè).
Ýòî òàêèå ãëàäêî âëîæåííûå ãðàôû, êîòîðûå èìåþò êàñàòåëüíóþ â êàæäîé òî÷êå (â ÷àñòíîñòè,
âñå ðàçâèëêè ïðîèñõîäÿò íå ïîä óãëàìè äðóã ê äðóãó, à ïëàâíî, êàê â íàñòîÿùèõ æåëåçíîäîðîæ-
íûõ ïóòÿõ). Êðèâóþ ìîæíî ¾ïîñàäèòü¿ íà ÆÄ ïóòü, ïðè ýòîì íà ó÷àñòêàõ ïóòè áóäóò íàïèñàíû
êðàòíîñòè � ñêîëüêî âåòâåé äàííîé êðèâîé ñàäèòñÿ íà äàííûé ó÷àñòîê ÆÄ ïóòè. Èòàê, êëàññû



êðèâûõ îïèñûâàþòñÿ ÆÄ ïóòÿìè ñ ïîìå÷åííûìè íà èõ ó÷àñòêàõ êðàòíîñòÿìè. Âîïðîñ: êàê ïî-
õîæèì îáðàçîì êëàññèôèöèðîâàòü íå ïðîñòûå çàìêíóòûå êðèâûå, à âëîæåííûå ãðàôû (ñêàæåì,
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà èõ êîìáèíàòîðèêó)?

Ëèòåðàòóðà: [4].

3.2 Òåîðåìà Ãèëüáåðòà î ãåîìåòðèçàöèè

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�2 êóðñîâ.

Ðàçáåðèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó Ä. Ãèëüáåðòà. Ïóñòü G � ãðóïïà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ
ãîìåîìîðôèçìîâ âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè R2. Ñòàáèëèçàòîð òî÷êè a ∈ R2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ïîäãðóïïà Ga ⊂ G, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ g ∈ G, òàêèõ, ÷òî g(a) = a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ íà ãðóïïó G:

� Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a ̸= b, ìíîæåñòâî Ga(b) (îðáèòà òî÷êè b ïðè äåéñòâèè ãðóïïû Ga)
áåñêîíå÷íî.

� Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ øåñòåðîê (a, b, c, a′, b′, c′) òî÷åê, òàêèõ ÷òî

a′ = g(a), b′ = g(b), c′ = g(c)

äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G, çàìêíóòî â (R2)6.

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì φ ìåæäó R2 è
åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ èëè ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâñêîãî, òàêîé, ÷òî ãðóïïà φGφ−1 ñîâïàäàåò ñ
ãðóïïîé äâèæåíèé.

Ëèòåðàòóðà: [20]

3.3 Êîíôîðìíûå ñòðóêòóðû íà òîïîëîãè÷åñêèõ ñôåðàõ

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 3 êóðñà è ñòàðøå.

Ïóñòü S � òîïîëîãè÷åñêàÿ 2-ñôåðà, òî åñòü òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ãîìåîìîðôíîå ñôå-
ðå S2. Ðàññìîòðèì íàáîð íàáîð F ãîìåîìîðôèçìîâ f : U → V , ãäå U , V ⊂ S � îòêðûòûå
ïîäìíîæåñòâà. Íàáîð F áóäåì íàçûâàòü òîïîëîãè÷åñêîé êîíôîðìíîé ñòðóêòóðîé íà S, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : S → S2 ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: f ∈ F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
h◦f ◦h−1 ÿâëÿåòñÿ êîíôîðìíûì èçîìîðôèçìîì ìåæäó äâóìÿ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè â S2.
Çàäà÷à: íàéòè òîïîëîãè÷åñêóþ õàðàêòåðèçàöèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ êîíôîðìíûõ ñòðóêòóð, òî åñòü
òîïîëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ íà F , íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû F áûëà êîíôîðìíîé
ñòðóêòóðîé. Âîò íåêîòîðûå î÷åâèäíûå ïðèìåðû íåîáõîäèìûõ óñëîâèé:

� åñëè f : U → V è g : V → W ëåæàò â F , òî g ◦ f ∈ F ;

� åñëè U = U1 ∪ U2 è ãîìåîìîðôèçì f : U → V òàêîâû, ÷òî f |U1 , f |U2 ∈ F , òî f ∈ F ;

� åñëè U ãîìåîìîðôíî äèñêó è a, b ∈ U , òî â F íàéäåòñÿ f : U → U ñî ñâîéñòâîì f(a) = b.

Ýòèõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, î÷åâèäíî, íåäîñòàòî÷íî. Èìåþùèåñÿ õàðàêòåðèçàöèè êîíôîðìíûõ
ñòðóêòóð èñïîëüçóþò íå òîëüêî òîïîëîãèþ, íî òàêæå è îïðåäåëåííûå ñëàáûå âàðèàíòû àíàëè-
òè÷åñêèõ ñòðóêòóð íà S, íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ðàáîòàòü ëèáî ñ L2

loc(S), ëèáî ñ êâàçèêîíôîðìíîé
ñòðóêòóðîé íà S. À õîòåëîñü áû èìåòü òîïîëîãè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó â äóõå òåîðåìû Ãèëüáåðòà
(ñì. òåìó 3.2). Ýòî ïîìîæåò ðåøàòü çàäà÷è ãîëîìîðôíîé äèíàìèêè (ñì. [16]).

Ëèòåðàòóðà: [6, 16].



Ðèñ. 3: Ñëåâà: ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà. Ñïðàâà: êâàäðàòè÷íàÿ ìèíîðíàÿ ëàìèíàöèÿ.

4 Ãîëîìîðôíàÿ îäíîìåðíàÿ äèíàìèêà

Ðå÷ü èäåò î ãîëîìîðôíûõ ýíäîìîðôèçìàõ ñôåðû Ðèìàíà CP 1 = C ∪ {∞}. Ëþáîé òàêîé ýíäî-
ìîðôèçì f íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, òî åñòü ìîæåò áûòü çàïèñàí î÷åíü
ïðîñòîé ôîðìóëîé, êàê îòîøåíèå äâóõ êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè èçó÷å-
íèè îòîáðàæåíèÿ f êàê äèíèìè÷åñêîé ñèñòåìû, ò.å. ïðè ðàññìîòðåíèè àñèìïîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èòåðàöèé f◦n, áîëåå ýôôåêòèâíûìè îêàçàëèñü ìåòîäû êîìïëåêñíîãî àíàëèçà
è òîïîëîãèè, ÷åì ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ÿâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôîðìóëàõ.

4.1 Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà: àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà

Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà � îäèí èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ôðàêòàëîâ. Ýòî ìíîæåñòâî M âñåõ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë c, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

c, c2 + c, (c2 + c)2 + c, . . .

îãðàíè÷åííà. Âàæíàÿ ðîëü ìíîæåñòâà M ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî ñëóæèò èíäèêàòîðîì äèíàìè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ Qc(z) := z2 + c â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà
c: çíàÿ, âåðíî ëè ÷òî c ∈ M , à â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, â êàêîé ÷àñòè ìíîæåñòâà M íàõîäèòñÿ
òî÷êà c, ìîæíî ìíîãîå ñêàçàòü î äèíàìèêå îòîáðàæåíèÿ Qc. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âñÿêèé êâàä-
ðàòíûé ìíîãî÷ëåí íà C ïðèâîäèòñÿ ê âèäó Qc ïîäõîäÿùèì âûáîðîì àôôèííîé êîîðäèíàòû.
Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà î÷åíü âàæíî â òåîðèè êîìïëåêñíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � áëàãîäà-
ðÿ ÿâëåíèþ ðåíîðìàëèçàöèè, îíî âîçíèêàåò ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ
èòåðàöèè ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà. Êàê äîêàçàëè Äó-
àäè è Õàááàðä, ìíîæåñòâî M ñâÿçíî. Çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà î òîì, ÷òî M òàêæå ëîêàëüíî ñâÿçíî,
íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò íå ïîääàåòñÿ àêòèâíûì àòàêàì ñî ñòîðîíû ìíîãèõ çàìå÷àòåëüíûõ
ìàòåìàòèêîâ.

Íàéäèòå â èíòåðíåòå èíòåðàêòèâíûå èëëþñòðàöèè ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà, âîñïîëüçóéòåñü
èìè, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ýòî ìíîæåñòâî â ðàçíûõ ìàñøòàáàõ. Âû óâèäèòå ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ
çàêîíîìåðíîñòåé. Íàïðèìåð, íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà M ìíîãî êðèâûõ, î÷åíü ïîõîæèõ íà îêðóæ-
íîñòè. Ýòî íå íàñòîÿùèå îêðóæíîñòè (çà îäíèì èñêëþ÷åíèåì), à îâàëû àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ
âûñîêèõ ñòåïåíåé. Èíòåðåñíî ïîíÿòü, íà êàêèå èìåííî íàñòîÿùèå îêðóæíîñòè îíè ïîõîæè, è ïî-
÷åìó. À åùå åñòü åñòåñòâåííîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå äîïîëíåíèÿ äîM íà äîïîëíåíèå
äî çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî äèñêà; ýòî îòîáðàæåíèå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì 1/c îêîëî
áåñêîíå÷íîñòè. Èíòåðåñíû àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà.

Ëèòåðàòóðà: [22, 13].



Ðèñ. 4: Ñëåâà: ¾öâåòíàÿ êàïóñòà¿, çàïîëíåííîå ìíîæåñòâî Æþëèà äëÿ z 7→ z2 + 1
4 . Ñïðàâà: ïðèìåð

ïàðàáîëè÷åñêîãî âçðûâà âíóòðè ¾öâåòíîé êàïóñòû¿; àâòîð èçîáðàæåíèÿ: Àðíî Øåðèòà.

4.2 Êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà è QML

Òåìà ðåêîìåíäîâàíà ñòóäåíòàì 1�3 êóðñîâ.

Åñëè ìíîæåñòâî M ëîêàëüíî ñâÿçíî, òî ìû çíàåì ïðî íåãî âñå. Èìååòñÿ ìîäåëü, îáúÿñíÿþ-
ùàÿ â òî÷íîñòè êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà. Ýòà ìîäåëü ïðèíàäëåæèò Â. Òåðñòîíó è
íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ìèíîðíîé ëàìèíàöèåé.

Êâàäðàòè÷íàÿ ìèíîðíàÿ ëàìèíàöèÿ QML � ýòî íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä è âïèñàííûõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ â åäèíè÷íîì äèñêå. Ýòîò íàáîð ìîæíî îïèñàòü ÿâíî � ðàçáåðèòå ýòî ÿâíîå îïè-
ñàíèå. Åñëè ñõëîïíóòü âñå õîðäû è âñå ìíîãîóãîëüíèêè â QML, òî ïîëó÷åííîå ôàêòîðïðîñòðàí-
ñòâîM c ãîìåîìîðôíî ìíîæåñòâóM � åñëè òîëüêî ïîñëåäíåå ëîêàëüíî ñâÿçíî. ÏðîñòðàíñòâîM c

íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûì ìíîæåñòâîì Ìàíäåëüáðîòà. Âî ìíîæåñòâå M â èçîáèëèè íàáëþ-
äàþòñÿ ñîáñòâåííûå óìåíüøåííûå êîïèè (ïîä ¾êîïèåé¿ èìååòñÿ â âèäó ãîìåîìîðôíàÿ êîïèÿ, à
íå òî÷íàÿ êîïèÿ, ïîëó÷åííàÿ åâêëèäîâûì ïîäîáèåì). Ýòî ëåã÷å âñåãî óâèäåòü íà êîìáèíàòîðíîì
óðîâíå, òî åñòü ÷åðåç ñàìîïîäîáèå ìíîæåñòâàM c. Ñàìî ïî ñåáå êîìáèíàòîðíîå ñàìîïîäîáèå � õî-
ðîøàÿ òåìà äëÿ èçó÷åíèÿ. Ê íåé ïðèìûêàþò èññëåäîâàòåëüñêèå çàäà÷è. Íàïðèìåð, åñëè óäàëèòü
èç M c çàìûêàíèå öåíòðàëüíîé êîìïîíåíòû âíóòðåííîñòè, òî îñòàíóòñÿ òàê íàçûâàåìûå êîíå÷íî-
ñòè. Âñÿêàÿ êîíå÷íîñòü íà÷èíàåòñÿ ñ êîïèè ìíîæåñòâà M c, íî ìîæíî çàäàòü òàêîé âîïðîñ: âåðíî
ëè, ÷òî çàìûêàíèå âñåé êîíå÷íîñòè ãîìåîìîðôíî ìíîæåñòâó M c?

Ëèòåðàòóðà: [15, 3].

4.3 Ìîäåëè ïàðàáîëè÷åñêèõ âçðûâîâ

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f : C → C ñòåïåíè > 1. Çàïîëíåííîå ìíîæåñòâî Æþëèà K(f) îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê z ∈ C, òàêèõ, ÷òî f◦n(z) ̸→ ∞ ïðè n → ∞, à ìíîæåñòâî

Æþëèà J(f) � ýòî ãðàíèöà ∂K(f) çàïîëíåííîãî ìíîæåñòâà Æþëèà. Îãðàíè÷èìñÿ òåïåðü ðàñ-
ñìîòðåíèåì êâàäðàòè÷íîãî ñåìåéñòâà, ò.å. ñåìåéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ Qc(z) = z2+c. Åñëè ìíîæåñòâî
Æþëèà J(Qc) ëîêàëüíî ñâÿçíî, òî ìîæíî ÿâíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî õîðä åäèíè÷íîãî äèñêà (òàê
íàçûâàåìóþ èíâàðèàíòíóþ ëàìèíàöèþ äëÿ Qc), ïîñëå ñòÿãèâàíèÿ êîòîðûõ â òî÷êó ïîëó÷èò-
ñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ãîìåîìîðôíîå ïðîñòðàíñòâó J(Qc) (áîëåå òîãî, ãîìåîìîðôèçì
óâàæàåò äèíàìèêó). Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòíûå ëàìèíàöèè äàþò êîìáèíàòîðíûå è òîïîëîãè-
÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ëîêàëüíî ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ Æþëèà.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñõîäèìîñòü cn → c âëå÷åò ñõîäèìîñòü J(Qcn) → J(Qc) â ìåòðèêå Õà-
óñäîðôà. Èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò òå ñëó÷àè, êîãäà ó Qc èìååòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ

òî÷êà, òî åñòü òàêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà z ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì p ≥ 1, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ
îòîáðàæåíèÿ f◦p â ýòîé òî÷êå � êîðåíü èç åäèíèöû. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïàðàìåòðà c, äëÿ êîòî-
ðîãî ó Qc èìååòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ òî÷êà � c0 = 1/4; â ýòîì ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêàÿ òî÷êà íåïî-
äâèæíà, à ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíà 1. Ìíîæåñòâî Æþëèà J(Qc0), èçâåñòíîå êàê ¾öâåòíàÿ



êàïóñòà¿, ãîìåîìîðôíî îêðóæíîñòè, õîòÿ ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ñëîæíàÿ ôèãóðà, ñî âñþäó ïëîòíûì
ìíîæåñòâîì êàñïîâ. Ïðåäåë ìíîæåñòâÆþëèà Jn := J(Qcn) ïðè n → ∞ ìîæåò çàâèñåòü îò âûáîðà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn → c0. Ýòîò ïðåäåë îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ êðèâóþ J(Qc0), íî ìîæåò
åùå ñîäåðæàòü òî÷êè âíóòðè ýòîé æîðäàíîâîé êðèâîé; ýòîò ýôôåêò èçâåñòåí êàê ïàðàáîëè÷å-
ñêèé âçðûâ (parabolic implosion). Çàäà÷à: ïîñòðîèòü (õîòÿ áû ãèïîòåòè÷åñêóþ) êîìáèíàòîðíóþ /
òîïîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà Æþëèà.

Ëèòåðàòóðà: [10].
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