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Вокруг матрицы Лапласа: 
гомологии и центральности сетей
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Симплициальные когомологии
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Симплициальные когомологии
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Симплициальные когомологии
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Симплициальные когомологии
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Симплициальные когомологии
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Оператор Лапласа
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• Неориентированный, связный, простой граф G



Оператор Лапласа
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Свойства:
• Определяет компоненты связности графа
• Дополнения до диагональных элементов равно числу остовных 

деревьев 
• Второе собственное значение (алгебраическая связность) связано 

со связностью графов и разрезами
• Имеет много приложений в различных областях: от анализа 

данных до анализа сетей связей в мозге 
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Центральности

Опр. Центральность это любая функция 𝑉𝑉 → 𝑅𝑅, которая сохраняется при 
изоморфизме графов (элемент С0 !).

Примеры: локальный кластерный коэффициент 𝑐𝑐𝑖𝑖, степень 𝑑𝑑𝑖𝑖, радиальность 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑖𝑖 .

𝑐𝑐𝑖𝑖 =
∑𝑖𝑖 ,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑑𝑑𝑖𝑖 − 1)
, 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑖𝑖 =

∑𝑗𝑗∈ 𝑉𝑉 𝐺𝐺 ,𝑗𝑗≠𝑖𝑖 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐺𝐺 + 1 − 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑖𝑖, 𝑗𝑗 )
𝑛𝑛 − 1
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Центральности

Реальные 
данные
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Граф всемирных авиаперелетов

Неориентированный 
граф (V, E):

V = {города с
аэропортами}
E = {авиаперелеты}
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Граф китайских слов

Неориентированный граф 
(V, E):

V = {иероглифы или
слова}
E = {пересечения}
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Транскрипционные регуляторные сети

Неориентированный граф 
(V, E):

V = {белки и ферменты}
E = {регуляторные
взаимодействия}
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I.Сети малого мира
II. Безмасштабные
сети
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Сети малого мира
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«Реальные» сети

• Высокая кластеризация или локальная 
плотность связей

𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 𝐺𝐺 = 1
𝑛𝑛

∑𝑖𝑖 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 𝑐𝑐𝑖𝑖,   𝑐𝑐𝑖𝑖 =
∑𝑖𝑖 ,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑑𝑑𝑖𝑖−1)

• Высокая эффективность для потока 
информации или достижимость

𝐿𝐿 𝐺𝐺 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐺𝐺 + 1 − 1
𝑛𝑛

∑𝑖𝑖 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑖𝑖), 

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑖𝑖 =
∑𝑗𝑗∈ 𝑉𝑉 𝐺𝐺 ,𝑗𝑗≠𝑖𝑖 (𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐺𝐺 +1−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑖𝑖,𝑗𝑗 )

𝑛𝑛−1
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Сети малого мира
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Модель Уоттса-Строгаца

• Строим кольцо - регулярный граф (n, 2k)

• «Переподключаем» все ребра с 
вероятностью p к случайной вершине с 
сохранением простоты графа
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Гистограмма распределения {
𝑑𝑑𝑖𝑖

∑ 𝑑𝑑𝑘𝑘
}, 𝑖𝑖 = 1 … 𝑛𝑛 для реальных сетей

в логарифмическом масштабе:

24

i

i

Безмасштабные сети

Количество

Н
ор

ми
ро

ва
нн

ая
 с

те
пе

нь

Количество Количество



Гистограмма распределения {
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∑ 𝑑𝑑𝑘𝑘
}, 𝑖𝑖 = 1 … 𝑛𝑛 для реальных сетей
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Безмасштабные сети



Центральности
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• Элементы С1 и выше?



Безмасштабные сети
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Модель Барабаши-Альберта

• Строим связный любой граф (например, звезду) 
на 𝑚𝑚 + 1 < n вершинах

• Добавляем на каждом шаге по одной вершине 
𝑚𝑚 + 2, m + 3, … , n и соединяем ее с 𝑚𝑚
вершинами, используя предпочтительное 
присоединение: 𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝑑𝑑𝑖𝑖

∑𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑖𝑖



Кси-центральность

• Опр. Кси-центральность ξ𝒊𝒊 это отношение числа ребер, выходящих из 
окрестности 𝑖𝑖-ой вершины деленное на число вершин в этой окрестности

ξ𝑖𝑖 =
|𝐸𝐸 𝑁𝑁 𝑖𝑖 , 𝑉𝑉\N(𝑖𝑖) |

𝑑𝑑𝑖𝑖
.

Для любой вершины выполнено: 1 ≤ ξ𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 − 𝑑𝑑𝑖𝑖.

• Опр. Нормализованная кси-центральность �ξ𝒊𝒊

�ξ𝑖𝑖 =
|𝐸𝐸 𝑁𝑁 𝑖𝑖 , 𝑉𝑉\N(𝑖𝑖) |

𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑛𝑛 − 𝑑𝑑𝑖𝑖)
.

Для любой вершины выполнено : 1
𝑛𝑛−𝑑𝑑𝑖𝑖

≤ �ξ𝒊𝒊 ≤ 1.
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Кси-центральность
• T[2025]. Для любого графа 𝐺𝐺

�ξ𝑖𝑖 ≥
λ2

𝑛𝑛
,

где λ2 - это алгебраическая связность графа или второе собственное 
значение матрицы Лапласа (λ1 ≤ λ2 ≤ ⋯ ≤ λ𝑛𝑛).

• T. Если в графе степень вершины 𝑑𝑑𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛
2
, то ξ𝑖𝑖 ≥ ℎ 𝐺𝐺 . Для любой вершины 

выполнено

�ξ𝑖𝑖 ≥ �ℎ 𝐺𝐺 𝑛𝑛 − 𝑑𝑑𝑖𝑖 , 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑖𝑖 ≤
𝑛𝑛
2

,

ℎ 𝐺𝐺 , в ост,
где h(G) число Чигера графа 𝐺𝐺.
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Кси-центральность

• Нормализованный кси-коэффициент не зависит от размера сети в модели Б-А
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Кси-центральность
• Кси-центральность и нормализованная имеют похожую форму распределения

• T [2025]. Ksi-centrality can be rewritten in terms of adjacency matrix 𝐴𝐴

ξ𝑖𝑖 =
(𝐴𝐴2 � 𝐴̅𝐴)𝑖𝑖𝑖𝑖

(𝐴𝐴2)𝑖𝑖𝑖𝑖
,

where 𝐴̅𝐴 = 𝑱𝑱 −A and 𝑱𝑱 is the matrix of all ones. 

Reminder: 𝐶𝐶𝑖𝑖 = (𝐴𝐴3)𝑖𝑖𝑖𝑖
((𝐴𝐴2)𝑖𝑖𝑖𝑖)2−(𝐴𝐴2)𝑖𝑖𝑖𝑖

.

• T [2025]. For a random Erdos-Renyi (𝑛𝑛, 𝑝𝑝) graph the value of ξ tends to be normal in distribution.
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Кси-центральность
• Кси-распределения для 40 различных реальных сетей
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Кси-центральность
• Кси-распределения для 40 различных реальных сетей
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Кси-центральность
• Кси-распределения для 40 различных реальных сетей
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Кси-центральность
• Гистограммы кси-распределений для модельных сетей
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Кси-центральность
• Гистограммы кси-распределений для реальных сетей
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Серия инвариантов
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Серия инвариантов
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Серия инвариантов
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Серия инвариантов
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Серия инвариантов
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Серия инвариантов
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Центральности

Реальные 
данные

45

Как связаны эти 
центральности?



Центральности
.

• Центральность близости 𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪 𝒊𝒊 = 𝟏𝟏
∑𝑡𝑡∈𝑉𝑉 𝐺𝐺 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑖𝑖,𝑡𝑡)

.

• Центральность стресса 𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺 𝒊𝒊 = ∑𝑠𝑠,𝑡𝑡∈𝑉𝑉 𝐺𝐺 ,𝑠𝑠≠𝑡𝑡≠𝑖𝑖 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑖𝑖 , где 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑖𝑖 - количество
кратчайших путей из 𝑠𝑠 в 𝑡𝑡 через 𝑖𝑖.

• Центральность по посредничеству 𝑩𝑩𝑩𝑩 𝒊𝒊 = ∑𝑠𝑠,𝑡𝑡∈𝑉𝑉 𝐺𝐺 ,𝑠𝑠≠𝑡𝑡≠𝑖𝑖
𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑖𝑖

𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠
, где 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠 -

количество кратчайших путей из 𝑠𝑠 в 𝑡𝑡.
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Сети малого мира
• T [Estrada E., 2015]. Для графа мельниц 𝑊𝑊 𝑛𝑛, 𝑘𝑘 выполнено

lim
𝑛𝑛→∞

𝐶𝐶𝑊𝑊𝑆𝑆 𝑊𝑊 𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = 1, 

lim
𝑛𝑛→∞

𝐶𝐶 𝑊𝑊 𝑛𝑛, 𝑘𝑘 = 0.

• 𝐶𝐶 𝐺𝐺 =
∑𝑖𝑖 ,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

∑𝑖𝑖 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑑𝑑𝑖𝑖−1)

• T [2024]. If for all vertices of a graph holds 𝑑𝑑𝑖𝑖 ≤ 𝑑𝑑𝑗𝑗 ⇒ 𝑐𝑐𝑖𝑖 ≤ 𝑐𝑐𝑗𝑗 then 𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 ≤ 𝐶𝐶,

and if 𝑑𝑑𝑖𝑖 ≤ 𝑑𝑑𝑗𝑗 ⇒ 𝑐𝑐𝑖𝑖 ≥ 𝑐𝑐𝑗𝑗 then 𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 ≥ 𝐶𝐶.

47
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∑𝑖𝑖 ,𝑗𝑗,𝑘𝑘∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑗𝑗𝑗𝑗𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

∑𝑖𝑖 ∈ 𝑉𝑉(𝐺𝐺) 𝑑𝑑𝑖𝑖(𝑑𝑑𝑖𝑖−1)

• T [2024]. Если для любы двух вершин графа следует 𝑑𝑑𝑖𝑖 ≤ 𝑑𝑑𝑗𝑗 ⇒ 𝑐𝑐𝑖𝑖 ≤ 𝑐𝑐𝑗𝑗 , тогда
𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 ≤ 𝐶𝐶, и наоборот, если 𝑑𝑑𝑖𝑖 ≤ 𝑑𝑑𝑗𝑗 ⇒ 𝑐𝑐𝑖𝑖 ≥ 𝑐𝑐𝑗𝑗 , то 𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 ≥ 𝐶𝐶.
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Сети малого мира
• T [2024]. Для любого неориентированного простого графа 𝐺𝐺, 

𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 𝐺𝐺 ≥
1
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖∈𝑉𝑉 𝐺𝐺

1 −
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑖𝑖 − 1
.

• T [2024]. Если для любых двух вершин связного геодезического графа следует     
𝑑𝑑𝑖𝑖 ≤ 𝑑𝑑𝑗𝑗 ⇒ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑖𝑖 ≤ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑗𝑗 , то

1 − 𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 𝐺𝐺 ≤
1
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖∈𝑉𝑉 𝐺𝐺

𝐿𝐿 𝐺𝐺 − 1 𝑛𝑛 − 1
𝑑𝑑𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑖𝑖 − 1

+
число висячих вершин

𝑛𝑛
.
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Сети малого мира
• T [2024]. Для любого неориентированного простого графа 𝐺𝐺, 

𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 𝐺𝐺 ≥
1
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖∈𝑉𝑉 𝐺𝐺

1 −
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑖𝑖 − 1
.

• T [2024]. Если для любых двух вершин связного геодезического графа следует     
𝑑𝑑𝑖𝑖 ≤ 𝑑𝑑𝑗𝑗 ⇒ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑖𝑖 ≤ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑗𝑗 , то

1 − 𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 𝐺𝐺 ≤
1
𝑛𝑛

�
𝑖𝑖∈𝑉𝑉 𝐺𝐺

𝐿𝐿 𝐺𝐺 − 1 𝑛𝑛 − 1
𝑑𝑑𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑖𝑖 − 1

+
число висячих вершин

𝑛𝑛
.
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• T [Strang A., 2017]. Для графа любого графа 𝐺𝐺 выполнено

𝐸𝐸𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐺𝐺 ≤ 1
2

(1 − 𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 𝐺𝐺 ).

• Центральность эффективности 𝑬𝑬 𝑮𝑮 = 1
𝑛𝑛(𝑛𝑛−1)

∑𝑠𝑠,𝑡𝑡∈𝑉𝑉 𝐺𝐺 ,𝑠𝑠≠𝑡𝑡
1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑠𝑠,𝑡𝑡)
,

• Локальная эффективность (средняя) 𝑬𝑬𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍 𝑮𝑮 = 1
𝑛𝑛

∑𝑖𝑖∈𝑉𝑉 𝐺𝐺 𝐸𝐸(𝑁𝑁(𝑖𝑖)) .
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Определим средние локальные аналоги для центральностей:

• Средняя локальная betweenness 𝑩𝑩𝑩𝑩𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍 𝑮𝑮 = 1
𝑛𝑛

∑𝑣𝑣∈𝑉𝑉 𝐺𝐺 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑖𝑖, 𝑁𝑁(𝑖𝑖)) .

• Средняя локальная радиальность 𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍 𝑮𝑮 = 1
𝑛𝑛

∑𝑖𝑖∈𝑉𝑉 𝐺𝐺
∑𝑣𝑣∈𝑁𝑁 𝑖𝑖 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑣𝑣,𝑁𝑁(𝑖𝑖))

𝑑𝑑𝑖𝑖
.
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Центральности
• Зависимости между средним кластерным коэффициентом и центральностями:

T[2024]. 𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 𝐺𝐺 ≤ 1 − 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐺𝐺 .

T[2024]. 𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 𝐺𝐺 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐺𝐺 − 1 + число 𝑁𝑁 𝑖𝑖 явл.полными графами
𝑛𝑛

.

• Зависимости между длиной среднего кратчайшего пути и центральностями:

T[2024]. 𝐿𝐿 𝐺𝐺 ≥ 𝑛𝑛
∑𝑖𝑖∈𝑉𝑉(𝐺𝐺) 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑖𝑖)

.
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Центральности
• Зависимости между средним кластерным коэффициентом и центральностями:

T[2024]. 𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 𝐺𝐺 ≤ 1 − 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐺𝐺 .

T[2024]. 𝐶𝐶𝑊𝑊𝑊𝑊 𝐺𝐺 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐺𝐺 − 1 + число 𝑁𝑁 𝑖𝑖 явл.полными графами
𝑛𝑛

.

• Зависимости между длиной среднего кратчайшего пути и центральностями:

T[2024]. 𝐿𝐿 𝐺𝐺 ≥ 𝑛𝑛
∑𝑖𝑖∈𝑉𝑉(𝐺𝐺) 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑖𝑖)

.
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Спасибо за внимание!
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