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Èñòîêè òåîðèé áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ

Äâà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿ áåç ãðàíèöû ñ÷èòàþòñÿ êîáîðäàíòíûìè,
åñëè èõ íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè ìíîãîîáðàçèé ñîäåðæèòñÿ
óæå ðàáîòå H. Poincar�e, 1895 ã.

Êëàññû êîáîðäèçìîâ íàøëè ïåðâûå ïðèëîæåíèÿ â ðàáîòàõ Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà
(êîíåö 1930-õ � íà÷àëî 1950-õ ãîäîâ), â êîòîðûõ çàäà÷à ãîìîòîïè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè îòîáðàæåíèé (k + n)-ìåðíîé ñôåðû â n-ìåðíóþ ñôåðó
áûëà ñâåäåíà ê äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðèè
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.
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Èñòîêè òåîðèé áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ

Â ñîçäàíèè òåîðèè áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ êëþ÷åâóþ ðîëü ñûãðàëè
ðàáîòû Ð.Òîìà (R.Thom) íà÷àëà 1950-õ ãîäîâ, ïîñâÿùåííûå ïðîáëåìå
Í.Ñòèíðîäà (N.Steenrod) î ðåàëèçàöèè öèêëîâ ïðîñòðàíñòâà Õ.

Ð. Òîì çàìåíèë â êîíñòðóêöèè Ïîíòðÿãèíà îòîáðàæåíèÿ â ñôåðû
íà îòîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâà Òîìà, îïðåäåëåííûå äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ.

Â îñíîâå ïðèëîæåíèé êîíñòðóêöèè Ïîíòðÿãèíà�Òîìà ëåæèò òåîðèÿ
òðàíñâåðñàëüíî ðåãóëÿðíûõ îòîáðàæåíèé ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Â 1961 ãîäó M.Atiyah ââ¼ë òåîðèè áîðäèçìîâ è êîáîðäèçìîâ
â òåðìèíàõ ñïåêòðîâ ïðîñòðàíñòâ Òîìà.
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Öèêëû â ïðîñòðàíñòâå

Ïîíÿòèå öèêëà â ïðîñòðàíñòâå X êàê îáðàçà îòîáðàæåíèÿ f : M → X
ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå À.Ïóàíêàðå (1895).

Öèêë ñ÷èòàåòñÿ ãîìîëîãè÷íûì íóëþ, åñëè îòîáðàæåíèå f ïðîäîëæàåòñÿ
äî îòîáðàæåíèÿ W → X, ãäå W � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ ãðàíèöåé
∂W = M .

Ïðîáëåìà (N.Steenrod, êîíåö 1940-õ)

Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è z ∈ Hn(X;Z) � êëàññ ãîìîëîãèé.
Ñóùåñòâóþò ëè çàìêíóòîå ãëàäêîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå Mn

è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : Mn → X, òàêèå, ÷òî f∗[Mn] = z?

Åñëè îòâåò ïîëîæèòåëåí, òî êëàññ z íàçûâàåòñÿ ðåàëèçóåìûì.
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Êîìïëåêñíûå êîáîðäèçìû

Òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ U∗(·) èñïîëüçóåò ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûå
ìíîãîîáðàçèÿ (U -ìíîãîîáðàçèÿ), ò.å. ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùèå
âëîæåíèÿ Mn ⊂ RN , n << N , ñ êîìïëåêñíûì íîðìàëüíûì ðàññëîåíèåì.

Äâà çàìêíóòûõ ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ îðèåíòèðîâàííûõ n-ìåðíûõ
U -ìíîãîîáðàçèÿ M1 è M2 íàçûâàþòñÿ U -êîáîðäàíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
âåùåñòâåííîå (n + 1)-ìåðíîå U -ìíîãîîáðàçèå W òàêîå, ÷òî ãðàíèöà ∂W
ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì ìíîãîîáðàçèÿM1 ñ çàäàííîé îðèåíòàöèåé
è ìíîãîîáðàçèÿ M2 ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé, è òàêîå, ÷òî
îãðàíè÷åíèå ñòàáèëüíîãî êîìïëåêñíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ νW íà Mi

ñîâïàäàåò ñî ñòàáèëüíûìè êîìïëåêñíûìè íîðìàëüíûìè ðàññëîåíèÿìè νMi,
ãäå i = 1, 2.
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Êîëüöî êîáîðäèçìîâ U -ìíîãîîáðàçèé

Íà êëàññàõ U -êîáîðäèçìà U -ìíîãîîáðàçèé îïðåäåëåíû îïåðàöèè:
Ñóììà êëàññîâ [Mm

1 ] è [Mm
2 ] äâóõ çàìêíóòûõ U -ìíîãîîáðàçèé Mm

1 è Mm
2

îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ ýòèõ ìíîãîîáðàçèé

[Mm
1 ] + [Mm

2 ] = [Mm
1 ∪Mm

2 ].

Ïðîèçâåäåíèå êëàññîâ [Mm
1 ] è [Mn

2 ] îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ìíîãîîáðàçèé

[Mm
1 ][Mn

2 ] = [Mm
1 ×Mn

2 ].

Äëÿ ëþáîãî U -ìíîãîîáðàçèÿM íà ìíîãîîáðàçèèW = M× [0, 1] îïðåäåëåíà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ U -ñòðóêòóðà, òàêàÿ, ÷òî ∂W = M ∪M , ò.å. −[M ] = [M ].
Òàêèì îáðàçîì, ââîäèòñÿ êîììóòàòèâíîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî
ΩU =

∑
m>0

Ω−mU , ãäå Ω−mU � ãðóïïà êëàññîâ êîáîðäèçìîâ m-ìåðíûõ

U -ìíîãîîáðàçèé.
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Êîëüöî ΩU è ðåàëèçàöèÿ öèêëîâ

Òåîðåìà (J.Milnor, Ñ.Ï.Íîâèêîâ, 1960)

ΩU = U∗(pt) = Z[a1, . . . , an, . . . ],deg an = −2n.

Òåîðåìà (Ñ.Ï.Íîâèêîâ, 1960)

Öåëî÷èñëåííûé êëàññ ãîìîëîãèé Zn−i êîìïàêòíîãî ãëàäêîãî çàìêíóòîãî

îðèåíòèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ðåàëèçóåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì

Wn−i ⊂Mn, åñëè i > [n/2] + 1 è ïðè k < n− i− 2(p− 1) ãðóïïû
Hk(Mn) íå èìåþò p-êðó÷åíèÿ äëÿ âñåõ p > 2.
Öåëî÷èñëåííûé êëàññ ãîìîëîãèé Zn−2i ìíîãîîáðàçèÿ M

n äîïóñêàåò

U -ðåàëèçàöèþ, åñëè 2i > [n/2] + 1 è ïðè k < n− 2i− 2(p− 1) ãðóïïû
Hk(Mn) íå èìåþò p-êðó÷åíèÿ äëÿ âñåõ p > 2.
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Ñïåêòð Òîìà MU

Òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ U∗(·) çàäà¼òñÿ ñïåêòðîì Òîìà

MU = {Tn; εn : ΣTn → Tn+1, n > 0}, ò.å. Uk(X) = lim−→
n

[ΣnX,Tn+k],

ãäå T2n = Tξn = MU(n) � ïðîñòðàíñòâî Òîìà óíèâåðñàëüíîãî n-ìåðíîãî
êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ

ξn → BU(n) = lim−→
N

CGN,n,

CGN,n � ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà êîìïëåêñíûõ n-ïîäïðîñòðàíñòâ â CN .

Ïî îïðåäåëåíèþ, T2n+1 = ΣT2n è ε2n � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå,
à ε2n+1 : Σ2T2n → T2(n+1) ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèþ

Σ2MU(n) = T (ξn ⊕ 1)→ T (ξn+1) = MU(n+ 1),

ãäå 1 � îäíîìåðíîå êîìïëåêñíîå òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå.

Îòìåòèì, ÷òî BU(0) = pt, ξ0 = pt, T0 = MU(0) = S0 � íóëüìåðíàÿ ñôåðà,
T2 = MU(1) = CP∞ è ε2 : S2 → CP∞ � ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå.
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Ïðîãðàììà Ñ.Ï. Íîâèêîâà

Â äîêëàäå íà Ìåæäóíàðîäíîì Ìàòåìàòè÷åñêîì Êîíãðåññå (Ìîñêâà, 1966)
Ñ.Ï.Íîâèêîâ âûäâèíóë ïðîãðàììó ïðèëîæåíèé òåîðèè êîìïëåêñíûõ
êîáîðäèçìîâ ê àêòóàëüíûì ïðîáëåìàì àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòîé ïðîãðàììû ñì. Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ, ñåð. ìàò., 1967.

Â ïðåäèñëîâèè ê ýòîé ñòàòüå ãîâîðèòñÿ:
�Â ïðîöåññå ðàáîòû àâòîðó ïðèøëîñü ñòîëêíóòüñÿ ñ öåëûì ðÿäîì íîâûõ
è âåñüìà çàìàí÷èâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ ñèòóàöèé,
àíàëîãè êîòîðûõ â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå ëèáî ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóþò,
ëèáî ñèëüíî âûðîæäàþòñÿ; ìíîãèå èç íèõ ïîêà ãëóáîêî íå ðàññìîòðåíû.�

Ðåçóëüòàòû Ñ. Ï. Íîâèêîâà è åãî øêîëû ïî ýòîé ïðîãðàììå ñîáðàíû â òîìå
�Êîáîðäèçìû â Ñîâåòñêîì Ñîþçå�, 1967�1979, Ì., Èæåâñê, 2011, 584 ñòð.
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Óìíîæåíèå â òåîðèè êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ

Òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ U∗(·) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé.
Óìíîæåíèå çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñïåêòðîâ Òîìà MU ∧MU →MU
ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâ Òîìà

MU(n1) ∧MU(n2)→MU(n1 + n2),

ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèÿì BU(n1)×BU(n2)→ BU(n1 + n2),
êëàññèôèöèðóþùèì ðàññëîåíèÿ ξn1 × ξn2 → BU(n1)×BU(n2).

Â ñòàòüå: Á.È. Áîòâèííèê, Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ñ.Ï. Íîâèêîâ, Ñ.À.Þçâèíñêèé,
�Àëãåáðàè÷åñêèå àñïåêòû òåîðèè óìíîæåíèé â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ�
(ÓÌÍ, 55:4(334), 2000, 5�24) ïîñòàâëåíà îáùàÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè
âñåõ óìíîæåíèé â òåîðèè êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ñòàáèëüíûìè è àññîöèàòèâíûìè îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ñëîæåíèÿ.

Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òåîðèè àëãåáðû Õîïôà S
(àëãåáðû Ëàíäâåáåðà�Íîâèêîâà), äåéñòâóþùåé â äâîéñòâåííîé àëãåáðå
Õîïôà S∗ ñ âûäåëåííûì âëîæåíèåì ΩU ⊂ S∗, êîòîðîå çàäàåòñÿ äåéñòâèåì
àëãåáðû S íà ΩU .
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Êëàññû Òîìà

Ïóñòü h∗(·) � íåêîòîðàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ òåîðèÿ êîãîìîëîãèé è
Ωh =

∑
Ωih � êîëüöî ñêàëÿðîâ h∗(pt), ãäå Ωh � êîëüöî ñ åäèíèöåé 1 ∈ Ω0

h.

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå ζ → X íàä ñâÿçíûì êëåòî÷íûì
êîìïëåêñîì X. Âëîæåíèå ñëîÿ ix : Rn → ζ íàä òî÷êîé x ∈ X çàäà¼ò
îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ Òîìà Tix : Sn = TRn → Tζ.

Ðàññëîåíèå ζ íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì â òåîðèè h∗(·) (h-îðèåíòèðóåìûì),
åñëè ãîìîìîðôèçì (Tix)∗ : h̃n(Tζ)→ h̃n(Sn) ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

Ýëåìåíò a ∈ h̃n(Tζ) òàêîé, ÷òî (Tix)∗a = Σn · 1, íàçûâàåòñÿ îðèåíòàöèåé

ðàññëîåíèÿ ζ â òåîðèè h∗(·), ãäå Σn : Ω0
h → h̃n(Sn) � èçîìîðôèçì íàäñòðîéêè.

Ýòîò ýëåìåíò a íàçûâàåòñÿ òàêæå êëàññîì Òîìà ðàññëîåíèÿ ζ â òåîðèè h∗(·)
è îáîçíà÷àåòñÿ uh(ζ).

Çàäà÷à (èçîìîðôèçì Òîìà)

Äîêàçàòü, ÷òî ãîìîìîðôèçì tuh : h∗(X)→ h̃∗(Tζ) : tuh(x) = uh(ζ)x
îïðåäåëåí è ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.
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C-îðèåíòèðóåìûå òåîðèè

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ òåîðèÿ êîãîìîëîãèé h∗(·) íàçûâàåòñÿ C-îðèåíòèðóåìîé,
åñëè óíèâåðñàëüíîå êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå ξ → CP∞ ÿâëÿåòñÿ
îðèåíòèðóåìûì â òåîðèè h∗(·).

Èñïîëüçóÿ ãîìîòîïè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü CP∞ ∼= Tξ, ìîæíî äàòü
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:
C-îðèåíòèðîâàííîé òåîðèåé íàçûâàåòñÿ ïàðà (h∗(·), uh), ãäå h∗(·) � íåêîòîðàÿ
C-îðèåíòèðóåìàÿ òåîðèÿ è uh ∈ h̃2(CP∞) � ôèêñèðîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ.

Çàäà÷à

Ïóñòü h∗(·) � C-îðèåíòèðîâàííàÿ òåîðèÿ (h∗(·), uh). Äîêàçàòü, ÷òî
h∗(CP∞) = lim←−

n

h∗(CPn) = Ωh[[uh]].
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Óíèâåðñàëüíûé ìóëüòèïëèêàòèâíûé U ∗-êëàññ Òîìà

Êàæäîå êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå ðàññëîåíèå ζ → X íàä êëåòî÷íûì êîìïëåêñîì
êëàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì fζ : X → BU(n), êîòîðîå çàäà¼ò
îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ Òîìà Tfζ : Tζ →MU(n) è, ñëåäîâàòåëüíî,
êëàññ êîáîðäèçìîâ u(ζ) ∈ U2n(Tζ).

Êëàññ u(ζ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðèàëüíîé U∗-îðèåíòàöèåé ðàññëîåíèÿ ζ
è íàçûâàåòñÿ åãî êàíîíè÷åñêîé U∗-îðèåíòàöèåé.
Íóëåâîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ ζ çàäàåò âëîæåíèå s : X → Tζ.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ s∗u(ζ) ∈ U2n(X) íàçûâàåòñÿ U∗-êëàññîì Ýéëåðà.
Ïóñòü ζ = ζ1 × ζ2 → X × Y .

Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü ãîìåîìîðôèçì Tζ ' Tζ1 ∧ Tζ2.
2. Äîêàçàòü, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ U∗-îðèåíòàöèÿ u(ζ) ÿâëÿåòñÿ

ìóëüòèïëèêàòèâíîé, ò.å. ÷òî u(ζ) = u(ζ1)⊗ u(ζ2).

Â òåîðèè U∗(·) êàíîíè÷åñêîé ñ÷èòàåòñÿ C-îðèåíòàöèÿ, çàäàâàåìàÿ
óíèâåðñàëüíîé U∗-îðèåíòàöèåé óíèâåðñàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ξ → CP∞.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû ×åðíà

Â ëþáîé C-îðèåíòèðîâàííîé òåîðèè (h∗(·), uh) ñóùåñòâóþò
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êëàññû ×åðíà cfhk (ζ), k = 0, . . . , êîìïëåêñíûõ
âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ζ. Ýòè êëàññû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè:
cfh1 (ξ) = uh, cfhk (ζ) = 0, åñëè k > dimC ζ,

cfhk (ζ1 + ζ2) =
∑

k1+k2=k
cfhk1

(ζ1) cfhk2
(ζ2).

C-îðèåíòèðóåìûå òåîðèè: êëàññè÷åñêèå êîãîìîëîãèè H∗(·,Z),
êîìïëåêñíàÿ K-òåîðèÿ K∗(·), òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ U∗(·),
òåîðèÿ óäâîåííûõ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ DU∗(·).

Êàíîíè÷åñêàÿ C-îðèåíòàöèÿ òåîðèè U∗(·) çàäàåò êàíîíè÷åñêèå êëàññû ×åðíà
â U∗-òåîðèè.
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Óíèâåðñàëüíîñòü òåîðèè êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ

Çàäà÷à.

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé C-îðèåíòèðîâàííîé òåîðèè (h∗(·), uh) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå

µh : U∗(·)→ h∗(·),

òàêîå, ÷òî µhu = uh.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ (U∗(·), u) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé C-îðèåíòèðîâàííîé
òåîðèåé êîãîìîëîãèé.

Äëÿ ëþáîé C-îðèåíòèðîâàííîé òåîðèè (h∗(·), uh) ìíîæåñòâî âñåõ
ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé U∗(·)→ h∗(·) ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ ϕ(uh) ∈ Ωh[[uh]] âèäà
ϕ(uh) = uh + (u2

h), è ñëåäîâàòåëüíî, ñ ìíîæåñòâîì âñåõ C-îðèåíòàöèé
ðàññëîåíèÿ ξ → CP∞ â òåîðèè (h∗(·), uh).
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Êàæäîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå µh : U∗(·)→ h∗(·) : µh(u) = uh
çàäàåò êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì µ : ΩU → Ωh.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âåðíî ëèøü îò÷àñòè, òàê êàê êàæäûé êîëüöåâîé
ãîìîìîðôèçì µ : ΩU → Ωh çàäàåò ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå
µh : U∗(·) → h∗(·) ⊗µ Λ = h∗Λ(·) äëÿ íåêîòîðîãî êîëüöà Λ, êîòîðîå â îáùåì
ñëó÷àå îòëè÷íî îò êîëüöà Z.

Çàäà÷è:

1. Êëàññèôèöèðîâàòü êîëüöåâûå ãîìîìîðôèçìû ΩU → Ωh, êîòîðûå
èíäóöèðîâàíû ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè µh.

2. Äëÿ äàííîãî êîëüöåâîãî ãîìîìîðôèçìà µ : ΩU → ΩU íàéòè
ìèíèìàëüíîå êîëüöî Λ òàêîå, ÷òî êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì ΩU → ΩU ⊗µ Λ
ïîäíèìàåòñÿ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ U∗(·)→ U∗Λ(·).
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Ôîðìàëüíûå ãðóïïû

Ïóñòü A � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Êîììóòàòèâíàÿ îäíîìåðíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà F íàä êîììóòàòèâíûì
êîëüöîì A çàäàåòñÿ ôîðìàëüíûì ðÿäîì F (x, y) ∈ A[[x, y]], òàêèì, ÷òî

F (x, 0) = 0; F (F (x, y), z) = F (x, F (y, z)); F (x, y) = F (y, x).

Ãîìîìîðôèçìîì ψ : F1 → F2 ôîðìàëüíûõ ãðóïï íàä A íàçûâàåòñÿ
ôîðìàëüíûé ðÿä ψ(x) ∈ A[[x, y]], òàêîé, ÷òî

ψ(0) = 0; ψ(F1(x, y)) = F2(ψ(x), ψ(y)).

Ïóñòü ðÿä F (x, y) = x+ y +
∑
aijx

iyj çàäàåò ôîðìàëüíóþ ãðóïïó íàä A1.

Òîãäà ãîìîìîðôèçì êîëåö f : A1 → A2 îïðåäåëÿåò ôîðìàëüíóþ ãðóïïó

íàä A2, çàäàâàåìóþ ðÿäîì f∗(F (x, y)) = x+ y +
∑
f(aij)xiyj .
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Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà

Ïóñòü
F(x, y) ∈ A[[x, y]]

� êîììóòàòèâíàÿ îäíîìåðíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà íàä êîììóòàòèâíûì
êîëüöîì A.
Îíà íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîé êîììóòàòèâíîé
îäíîìåðíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû

F (x, y) ∈ A[[x, y]]

íàä êîììóòàòèâíûì êîëüöîì A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì
êîëåö

ϕF : A −→ A

òàêîé, ÷òî
F(x, y) = ϕF (F)(x, y).
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Òåîðåìà Ëàçàðà

Çàäà÷à. Ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíóþ êîììóòàòèâíóþ îäíîìåðíóþ
ôîðìàëüíóþ ãðóïïó F(x, y).

Òåîðåìà (M. Lazard, 1954)

Êîëüöî êîýôôèöèåíòîâ óíèâåðñàëüíîé êîììóòàòèâíîé îäíîìåðíîé
ôîðìàëüíîé ãðóïïû èçîìîðôíî êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ

A ∼= Z[α1, . . . , αn, . . .].
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Ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ

Òåîðåìà (Ñ.Ï. Íîâèêîâ, À.Ñ. Ìèùåíêî, 1967)

Ôîðìàëüíûé ðÿä FU (u, v) ∈ U2(CP∞ × CP∞) ⊂ Ω[[u, v]]

FU (u, v) = cU1 (ξ1 ⊗C ξ2) = u+ v +
∑
i,j

ai,ju
ivj , ai,j ∈ Ω−2(i+j−1)

U ,

ãäå u = cU1 (ξ1), v = cU1 (ξ2), çàäàåò ôîðìàëüíóþ ãðóïïó íàä ΩU .

FU (u, v) íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïîé ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ.

Òåîðåìà (À.Ñ. Ìèùåíêî, 1967)

Ëîãàðèôì ãðóïïû FU (u, v) çàäàåòñÿ ðÿäîì

g(u) = u+
∞∑
n=1

[CPn] u
n+1

n+ 1 , ò.å. g
(
FU (u, v)

)
= g(u) + g(v).

CP (u) · ∂
∂v
F (u, v)

∣∣∣∣
v=0

= 1, ãäå CP (u) = 1 +
∞∑
n=1

[CPn]un.
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Òåîðåìà Êâèëëåíà

Òåîðåìà (D. Quillen, 1969)

Ãîìîìîðôèçì êîëåö
ϕΩU : A −→ ΩU ,

êëàññèôèöèðóþùèé ôîðìàëüíóþ ãðóïïó ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ,
ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Èíûìè ñëîâàìè, ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíîé êîììóòàòèâíîé îäíîìåðíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïîé.

21 / 45



Õàðàêòåð ×åðíà�Äîëüäà â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ

Â 1970 ã. Â.Ì. Áóõøòàáåð ââåë õàðàêòåð ×åðíà�Äîëüäà â êîìïëåêñíûõ
êîáîðäèçìàõ (â ÷åñòü S-S. Chern è A. Dold) êàê ìóëüòèïëèêàòèâíîe
ïðåîáðàçîâàíèe òåîðèé êîãîìîëîãèé chU : U∗(X)→ H∗(X,ΩU ⊗Q)
ñî ñâîéñòâàìè:

• îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè X = pt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå ΩU ⊗ 1→ ΩU ⊗Q;
• çàäà¼ò èçîìîðôèçì U∗(X)⊗Q→ H∗(X,ΩU ⊗Q);
• ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì äëÿ ëþáîãî X, òàêîãî, ÷òî ãðóïïà H∗(X,Z) íå èìååò
êðó÷åíèÿ;

• êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì àëãåáðû êîãîìîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé AU = ΩUS
â òåîðèè êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ íà U∗(X) è íà ΩU ⊗Q;
• ðàçëàãàåòñÿ â êîìïîçèöèþ

U∗(X) ĉhU−→ H∗(X,B) ξ−→ H∗(X,ΩU ⊗Q),

ãäå B = Z[b2, . . . , b2n, . . .] � àëãåáðà Õîïôà, äâîéñòâåííàÿ íàä Z àëãåáðå
Ëàíäâåáåðà�Íîâèêîâà S, è ξ : B → ΩU ⊗Q � âëîæåíèå.
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Ðÿä chU(u)

Òåîðåìà (Áóõøòàáåð, 1970)

Ïðåîáðàçîâàíèå chU îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

chU (u) = β(z) = z +
∞∑
n=1

[B2n] zn+1

(n+ 1)! ,

ãäå u = cU1 (ξ) è z = cH1 (ξ) � ïåðâûå êëàññû ×åðíà óíèâåðñàëüíîãî
îäíîìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ðàññëîåíèÿ ξ → CP∞ è [B2n] ∈ Ω−2n

U � êëàññ
êîáîðäèçìîâ U -ìíîãîîáðàçèÿ B2n ñ ðîäîì Òîääà Td(B2n) = (−1)n.
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Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, 1970)

Ðÿä FU (u, v) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

FU (u, v) =
u+ v +

∑
i,j [Hi,j ]uivj

CP (u)CP (v) , i > 0, j > 0, i+ j > 2,

ãäå CP (u) = 1 +
∞∑
n=1

[CPn]un è Hi,j ⊂ CP i × CP j � ãëàäêèå íåïðèâîäèìûå

àëãåáðàè÷åñêèå ãèïåðïîâåðõíîñòè Ìèëíîðà Hi,j = {
∑
k≥0

zkwk = 0}.

Ñëåäñòâèå

Êîýôôèöèåíòû ai,j ðÿäà FU (u, v) ïîðîæäàþò êîëüöî ΩU .

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, 1970)

Ýêñïîíåíòà ãðóïïû FU (u, v) çàäàåòñÿ ðÿäîì

β(z) = chU (u), ò.å. FU (β(z1), β(z2)) = β(z1 + z2).
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Ðîäû Õèðöåáðóõà

Äàëåå A � êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç êðó÷åíèÿ, òî åñòü ãîìîìîðôèçì

A −→ A⊗Z Q : a→ a⊗ 1

ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.

Â çàäà÷àõ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè âîçíèêàþò ìóëüòèïëèêàòèâíûå èíâàðèàíòû
êëàññîâ êîáîðäèçìîâ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ýòè èíâàðèàíòû çàäàþò ãîìîìîðôèçìû êîëåö

L : ΩU −→ A,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ðîäàìè Õèðöåáðóõà (â ÷åñòü F. Hirzebruch).
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Ðîäû Õèðöåáðóõà è ôîðìàëüíûå ãðóïïû

Ñëåäñòâèå

Ìíîæåñòâî ðîäîâ Õèðöåáðóõà

L : ΩU −→ A

ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì êîììóòàòèâíûõ îäíîìåðíûõ
ôîðìàëüíûõ ãðóïï íàä êîëüöîì A.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå Êâèëëåíà êîëüöî ΩU ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì
êîýôôèöèåíòîâ óíèâåðñàëüíîé êîììóòàòèâíîé îäíîìåðíîé ôîðìàëüíîé
ãðóïïû.

Çàäà÷à.

Äîêàçàòü, ÷òî äâà ðîäà Õèðöåáðóõà Lk : ΩU −→ A, k = 1, 2,
ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L1([CPn]) = L2([CPn]), n = 1, 2, . . .
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Ðîä Òîääà

Ðîä Õèðöåáðóõà
T : ΩU −→ Z[a], deg a = −2,

òàêîé, ÷òî
T ([CPn]) = an, n = 1, 2, . . . ,

íàçûâàåòñÿ ðîäîì Òîääà (â ÷åñòü John Arthur Todd).

Åìó ñîîòâåòñòâóåò ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà

FT (u, v) = u+ v − auv.

Ëîãàðèôì ýòîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû èìååò âèä

gT (u) = −1
a

ln(1− au), d

du
gT (u) = 1

1− au.
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Ðîä Òîääà ïîâåðõíîñòåé Ìèëíîðà

Ñëåäñòâèå
Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u+ v +
∑
i,j>1

T ([Hi,j ])uivj = u+ v − auv
(1− au)(1− av) .

Çäåñü Hi,j � ãèïåðïîâåðõíîñòü Ìèëíîðà.

28 / 45



Ñèãíàòóðà

Ðîä Õèðöåáðóõà
τ : ΩU −→ Z[b], deg b = −4,

òàêîé, ÷òî

τ([CP 2n]) = bn, τ([CP 2n−1]) = 0, n = 1, 2, . . . ,

íàçûâàåòñÿ ñèãíàòóðîé.

Åìó ñîîòâåòñòâóåò ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà

F τ (u, v) = u+ v

1 + buv
,

d

du
gτ (u) = 1

1− bu2 .
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Ñèãíàòóðà ìíîãîîáðàçèé Ìèëíîðà

Ñëåäñòâèå
Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

u+ v +
∞∑
n=1

∑
i+j=2n+1

τ([Hi,j ])uivj = u+ v

(1 + buv)(1− bu2)(1− bv2) .

Çäåñü Hi,j � ãèïåðïîâåðõíîñòü Ìèëíîðà.
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Êîáîðäèçìû êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ìíîãîîáðàçèé

Ïðîáëåìà (J.Milnor�F.Hirzebruch, 1958)

Êîãäà â êëàññå êîáîðäèçìîâ [M2n] ∈ Ω−2n
U ñîäåðæèòñÿ íåïðèâîäèìîå

ãëàäêîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå?

Äëÿ n = 1 ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì:

Êëàññ êîáîðäèçìîâ [M2] ∈ Ω−2
U ñîäåðæèò íåïðèâîäèìîå ãëàäêîå

àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
c1([M2]) = 2− 2g, g = 0, 1, . . .
Äëÿ n > 1 ýòîò âîïðîñ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Òåîðåìà (J.Milnor, 1960)

Êàæäûé êëàññ [M2n] ∈ Ω−2n
U ñîäåðæèò íåîñîáîå êîìïëåêñíîå

àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (íåîáÿçàòåëüíî ñâÿçíîå).
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Òåòà-äèâèçîðû

Ïóñòü An+1 = Cn+1/Γ � ãëàâíî-ïîëÿðèçîâàííîå àáåëåâî ìíîãîîáðàçèå
(ñîêðàùåííî, ppav). Ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå L íàä An+1

èìååò îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé, ïîðîæäåííîå
êëàññè÷åñêîé θ-ôóíêöèåé Ðèìàíà

θ(z, τ) =
∑

m∈Zn+1

exp[πi(m, τm) + 2πi(m, z)], z ∈ Cn+1, τ t = τ, Im τ > 0.

Òåîðåìà (Andreotti�Mayer, 1967)

Äëÿ îáùåãî ppav òåòà-äèâèçîð Θn ⊂ An+1, çàäàííûé ôîðìóëîé θ(z, τ) = 0,
ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ãëàäêèì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì îáùåãî
òèïà.

Â ÷àñòíîñòè:

• Θ1 ∼= C ⊂ A2 = J(C) äëÿ ãëàäêîé êðèâîé C ðîäà 2;
• Θ2 ∼= S2(C) ⊂ A3 = J(C) äëÿ ãëàäêîé íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé C
ðîäà 3. Äëÿ n > 3 îáùåå ppav íå ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàíîì J(C).
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Êîýôôèöèåíòû ðÿäà chU(u)

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, À.Ï. Âåñåëîâ, 2020)

Êîýôôèöèåíò [B2n] ýêñïîíåíòû β(z)=chU (u) ôîðìàëüíîé ãðóïïû FU (u, v)
ñîäåðæèò íåïðèâîäèìîå ãëàäêîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå Θn

(òýòà-äèâèçîð ãëàâíîïîëÿðèçîâàííîãî àáåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ).

Ñëåäñòâèå (Â.Ì. Áóõøòàáåð, À.Ï. Âåñåëîâ, 2020)

Êëàññ êîáîðäèçìîâ ëþáîãî U -ìíîãîîáðàçèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

[M2n] =
∑

λ:|λ|=n

cνλ(M2n) [Θλ]
(λ+ 1)! , λ = (λ1 6 · · · 6 λk), |λ| = λ1 + · · ·+ λk,

ãäå cνλ(M2n) � ÷èñëà ×åðíà êîìïëåêñíîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ
U -ìíîãîîáðàçèÿ M2n, Θλ = Θλ1 · · ·Θλk , (λ+ 1)! = (λ1 + 1)! · · · (λk + 1)!.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü L : ΩU → Z � íåêîòîðûé ðîä Õèðöåáðóõà. Òîãäà

L([M2n]) =
∑

λ:|λ|=n
cνλ(M2n)L([Θλ])

(λ+1)! ∈ Z.
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Òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè

Ïóñòü Λ � íåêîòîðîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, áåç ýëåìåíòîâ
êîíå÷íîãî ïîðÿäêà è áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Òîãäà äëÿ êàæäîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé òåîðèè êîãîìîëîãèé h∗(·) ñ êîëüöîì
ñêàëÿðîâ Ωh îïðåäåëåíà ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ òåîðèÿ êîãîìîëîãèé
h∗Λ(·) = h∗(·)⊗ Λ íàä êîëüöîì ñêàëÿðîâ Ωh,Λ = Ωh ⊗ Λ.
Â ñëó÷àå U∗(·) ïîëîæèì ΩU,Λ = ΩΛ.

Êàæäîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå µ : U∗Λ(·)→ U∗Λ(·) çàäàåòñÿ
ñâîèì çíà÷åíèåì µ(u) íà êàíîíè÷åñêîé îðèåíòàöèè u ∈ U2

Λ(CP∞)
óíèâåðñàëüíîãî îäíîìåðíîãî ðàññëîåíèÿ ξ → CP∞.
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Ïðîåêòîðû â òåîðèè êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ

Ïóñòü µ : U∗Λ(·)→ U∗Λ(·) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îïåðàöèÿ. Òîãäà:
1. µ(u) = u+

∑
k>1

ϕku
k+1, ϕk ∈ ΩΛ;

2. µ(µ(u)) = µ(u) +
∑
k>1

µ(ϕk)(µ(u))k+1.

Îïåðàöèÿ µ(u) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòîðîì (ò.å. µµ = µ) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ðÿä µ(u) = u+
∑
k>1

ϕku
k+1 òàêîé, ÷òî µ(ϕk) = 0, k > 1.

Îáðàçîì êàæäîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðîåêòîðà ÿâëÿåòñÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ òåîðèÿ êîãîìîëîãèé h∗(·) ñ êîëüöîì ñêàëÿðîâ
Ωh = Im(µ : ΩΛ → ΩΛ).
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Îïåðàòîðû Ñ.Ï. Íîâèêîâà

Ïóñòü y ∈ Ω−2n
U , n > 0. Îïåðàòîðîì äåëåíèÿ íà y (∆y-îïåðàòîðîì Íîâèêîâà)

íàçûâàåòñÿ òàêàÿ êîãîìîëîãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ ∆y : U∗Λ(·)→ U∗Λ(·), ÷òî
∆yy = 1 è ∆yab = (∆ya)b+a(∆yb)− y(∆ya)(∆yb) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ U∗Λ(X).

Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð ∆y ñóùåñòâóåò äëÿ äàííîãî y ∈ Ω−2n
U ,

òî y ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíî íåðàçëîæèìûì â êîëüöå ΩU .
2. Ïóñòü y ∈ Ω−2n

U è sn(y) = d 6= 0, ãäå sn ∈ S � îïåðàöèÿ
Ëàíäâåáåðà�Íîâèêîâà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëèíîìó Íüþòîíà

∑
tni .

Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð ∆y ñóùåñòâóåò è çàäàåò ìóëüòèïëèêàòèâíîå
ïðåîáðàçîâàíèå µy = 1− y∆y : U∗Λ(·)→ U∗Λ(·), ãäå Λ = Z[d−1].

3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ ∆y ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îïåðàöèé µ : U∗Λ(·)→ U∗Λ(·)
òàêèõ, ÷òî µu = ϕy(u) = u+ yun

(
d−1u+ (u2)

)
.

4. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 3, äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ïðîåêòîð µ âûäåëÿåò
â òåîðèè U∗Λ(·) òåîðèþ êîãîìîëîãèé U∗y (·) ñ êîëüöîì ñêàëÿðîâ
ΩU,y = Λ[a1, . . . , an−1, an+1, . . . ].
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òåîðèÿ Áðàóíà�Ïåòåðñîíà

Ïóñòü Λ = Zp � êîëüöî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ ïðåïÿòñòâèé â ãîìîòîïè÷åñêîé òîïîëîãèè,
Áðàóí (E. Brown) è Ïåòåðñîí (F. Peterson) â 1966 ã. äîêàçàëè, ÷òî ñïåêòð
MUZp ðàñùåïëÿåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ñäâèãîâ íåêîòîðîãî ñïåêòðà,
ïîëó÷èâøåãî íàçâàíèå ñïåêòðà Áðàóíà�Ïåòåðñîíà è îáîçíà÷åíèå BPp.

Âñêîðå ïîñëå ýòîãî Ñ.Ï.Íîâèêîâ ïîëó÷èë ýòîò ðåçóëüòàò ïðè ïîìîùè
ââåäåííûõ èì îïåðàòîðîâ äåëåíèÿ íà ñêàëÿðû.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ modp-ñòàáèëüíûõ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï ìåòîäîì
ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Àäàìñà�Íîâèêîâà, îí ââåë è èññëåäîâàë
àëãåáðó êîãîìîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ABP â òåîðèè BP ∗(·).
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Ðàöèîíàëüíûå êîãîìîëîãèè

Ôîðìàëüíûå ãðóïïû F1(x, y) è F2(x, y) íàä íåêîòîðûì êîììóòàòèâíûì
êîëüöîì A íàçûâàþòñÿ ñèëüíî èçîìîðôíûìè íàä A, åñëè ñóùåñòâóåò ðÿä
ϕ(x) = x+ (x2) ∈ A[[x]] òàêîé, ÷òî

ϕ(F1(x, y)) = F2(ϕ(x), ϕ(y)).

Çàäà÷à

Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû F1(x, y) ∈ A[[x, y]]
ñóùåñòâóåò ëîãàðèôì g(x), êîòîðûé çàäàåò åå ñèëüíûé èçîìîðôèçì
íàä A⊗Q ñ àääèòèâíîé ãðóïïîé F2(x, y) = x+ y.

Ñëåäñòâèå

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îïåðàöèÿ ϕ : U∗(·)→ U∗(·)⊗Q : ϕ(u) = g(u),
ãäå g(u) � ðÿä À.Ñ. Ìèùåíêî, çàäàåò ïðîåêòîð U∗(·)⊗Q→ U∗(·)⊗Q,
îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîãîìîëîãèé H∗(·;Q).
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Ïðîåêòîðû Êâèëëåíà

Êâèëëåí ïðèìåíèë òåîðåìó Êàðòüå (P. Cartier) î òîì, ÷òî íàä êîëüöîì
A⊗Zp óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà F(x, y) ñèëüíî èçîìîðôíà ãðóïïå
Fp(x, y) ñ ëîãàðèôìîì

gp(u) = u+
∑
q>1

[CP p
q−1]u

pq

pq
.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì

πp : Z[[CPn], n > 1]→ Z[[CPn], n > 1]

òàêîé, ÷òî πp([CP p
q−1]) = [CP pq−1] è πp([CPn]) = 0, n 6= pq − 1, îäíîçíà÷íî

ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðîåêòîðà

π̂p : ΩU ⊗ Zp → ΩU ⊗ Zp, π̂pπ̂p = π̂p.

Ðÿä uBP = uBP (u), çàäàþùèé ñèëüíûé èçîìîðôèçì ãðóïïû F(x, y)
ñ ãðóïïîé Fp(x, y), îïðåäåëÿåò ïðîåêòîð

πp : U∗(·)⊗ Zp → U∗(·)⊗ Zp,

âûäåëÿþùèé â U∗(·)⊗ Zp òåîðèþ êîãîìîëîãèé Áðàóíà-Ïåòåðñîíà BP ∗(·).
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Ôîðìàëüíûå ãðóïïû â C-îðèåíòèðîâàííîé òåîðèè

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ C-îðèåíòèðîâàííóþ òåîðèþ êîãîìîëîãèé (h∗(·), uh).
Ñóùåñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå µh : U∗(·)→ h∗(·),
ïåðåâîäÿùåå ôîðìàëüíóþ ãðóïïó ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ
FU (u, v) = u+ v +

∑
aiju

ivj â ôîðìàëüíóþ ãðóïïó íàä êîëüöîì Ωh

Fh(x, y) = x+ y +
∑

αijx
iyj ,

ãäå x = µhu, y = µhv, αij = µh(aij).

Çàäà÷à

Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà F (x, y) íàä Ωh ñèëüíî èçîìîðôíà
ôîðìàëüíîé ãðóïïå Fh(x, y) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëüöåâîé
ãîìîìîðôèçì ϕ : ΩU → Ωh, êëàññèôèöèðóþùèé ôîðìàëüíóþ ãðóïïó
F (x, y), ïðîäîëæàåòñÿ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
µh(F ) : U∗(·)→ h∗(·).
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Ïðèëîæåíèÿ

Ïóñòü Λ � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, áåç ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà è áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

1. Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèå êîãîìîëîãèè (H∗(· ; Λ), uH).
Òîãäà FH(x, y) = x+ y, è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé µ : U∗(·) −→ H∗(· ; Λ) ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôîðìàëüíûõ ãðóïï íàä Λ, ñèëüíî
èçîìîðôíûõ ãðóïïå x+ y.

2. Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíóþ K-òåîðèþ (K∗Λ(·), uK).
Òîãäà FK(x, y) = x+ y − βxy, è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé µ : U∗(·) −→ K∗Λ(·) ìîæíî îòîæäåñòâèòü
ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôîðìàëüíûõ ãðóïï íàä Λ, ñèëüíî èçîìîðôíûõ ãðóïïå
x+ y − βxy.

3. Ìíîæåñòâî âñåõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé µ : U∗(·) −→ U∗Λ(·)
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ôîðìàëüíûõ ãðóïï íàä ΩU ⊗ Λ,
ñèëüíî èçîìîðôíûõ óíèâåðñàëüíîé ôîðìàëüíîé ãðóïïå.
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Ñëåäñòâèÿ

Ðàññìîòðèì ðÿä g(u) = u+
∑

[CPn]u
n+1

n+1 è êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì
µ : ΩU → Λ. Ïîëîæèì

gµ(x) = x+
∑

µ([CPn]) x
n+1

n+ 1 .

1. Êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì µ : ΩU → Λ ïðîäîëæàåòñÿ äî
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ µ : U∗(·)→ H∗(· ; Λ) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà gµ(x) ∈ Λ[[x]].

2. Êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì µ : ΩU → Λ[β] ïðîäîëæàåòñÿ äî
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ µ : U∗(·)→ KΛ(·) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà exp(βgµ(x)) ∈ Λ[β][[x]].

3. Êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì µ : ΩU → ΩU ⊗ Λ ïðîäîëæàåòñÿ äî
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ µ : U∗(·)→ U∗Λ(·) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà g−1(gµ(x)) ∈ ΩU ⊗ Λ[[x]].
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