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Êîìïëåêñíî îðèåíòèðîâàííûå òåîðèè

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îáîáù¼ííàÿ òåîðèÿ êîãîìîëîãèé X 7→ h∗(X )
êîìïëåêñíî îðèåíòèðîâàíà, åñëè â íåé èìååòñÿ êëàññ Ýéëåðà äëÿ

ëþáîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ.

Òàêîé êëàññ çàäà¼òñÿ âûáîðîì ýëåìåíòà ch1 ∈ h̃2(CP∞), êîòîðûé
ïåðåõîäèò â 1 ïðè êîìïîçèöèè

h̃2(CP∞)→ h̃2(CP1) ∼= h0(pt).

ch1 íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ïåðâûì êëàññîì ×æåíÿ â òåîðèè h∗.
Äëÿ êîìïëåêñíîãî îäíîìåðíîãî ξ íàä X , êëàññèôèöèðóåìîãî
îòîáðàæåíèåì f : X → BU(1), ïåðâûé êëàññ ×æåíÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ch1 (ξ) = f ∗(ch1 ) ∈ h̃2(X ).

Ïðèìåðàìè êîìïëåêñíî îðèåíòèðîâàííûõ òåîðèé ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûå

êîãîìîëîãèè, êîìïëåêñíàÿ K -òåîðèÿ è êîìïëåêñíûå êîáîðäèçìû.
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Äëÿ îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèé ξ, η íàä X ñ u = cU1 (ξ) è v = cU1 (η)

Fh(u, v) = ch1 (ξ ⊗ η)

� ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà íàä h∗(pt), êàê è äëÿ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ.
Ô. ã. Fh êëàññèôèöèðóåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ΩU = U∗(pt)→ h∗(pt)
(ðîäîì), êîòîðûé ïðîäîëæàåòñÿ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ U∗(X )→ h∗(X ).

Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíî îðèåíòèðîâàííàÿ òåîðèÿ h∗ çàäà¼ò ô. ã. Fh
è ñîîòâåòñòâóþùèé ðîä ΩU → h∗(pt).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàäàâ ðîä φ : ΩU → R , ìîæíî ïîïûòàòüñÿ
îïðåäåëèòü òåîðèþ êîãîìîëîãèé, ïîëîæèâê h∗φ(X ) = U∗(X )⊗ΩU

R .

Ôóíêòîð X 7→ h∗φ(X ) ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòåí è îáëàäàåò

ñâîéñòâîì âûðåçàíèÿ. Îäíàêî òåíçîðíîå óìíîæåíèå íà R ìîæåò íå

ñîõðàíÿòü òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïàð. Èìååòñÿ ñëåäóþùèé

êðèòåðèé, êîãäà h∗φ(X ) ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé êîãîìîëîãèé.
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Îïðåäåëèì n-þ ñòåïåíü â ô. ã. FU êàê [n](u) = FU([n − 1](u), u) è
[0](u) = 0. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p, çàïèøåì

[p](u) = pu + · · ·+ t1u
p + · · ·+ tnu

pn + · · · ,

ãäå tn ∈ Ω
−2(pn−1)
U .

Òåîðåìà (òåîðåìà Ëàíäâåáåðà î òî÷íîì ôóíêòîðå)

U∗(X )⊗ΩU
R ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ãîìîëîãèé, åñëè äëÿ êàæäîãî p

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p, t1, . . . , tn, . . . ýëåìåíòîâ êîëüöà ΩU ÿâëÿåòñÿ

R-ðåãóëÿðíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ óìíîæåíèÿ íà p â R è

íà tn â R/(pR + · · ·+ tn−1R) èíúåêòèâíû ïðè n ⩾ 1.

Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ ãîìîìîðôèçìà ΩU → h∗(pt)
êîìïëåêñíî îðèåíòèðîâàííîé òåîðèè h∗, òî òåîðèÿ h∗ íàçûâàåòñÿ
òî÷íîé ïî Ëàíäâåáåðó. Â ýòîì ñëó÷àå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

U∗(X )⊗ΩU
h∗(pt) −→ h∗(X )

ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ òåîðèé.
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Example

1. Ãîìîìîðôèçì Òîìà U∗ → H∗ çàäà¼ò àóãìåíòàöèîííûé ðîä

ε : ΩU → Z, ïåðåâîäÿùèé êàæäûé êëàññ ïîëîæèòåëüíîé ãðàäóèðîâêè â

ΩU â íóëü. Îí ñîîòâåòñòâóåò ðÿäó f (x) = x .
Îáû÷íàÿ òåîðèÿ êîãîìîëîãèé H∗ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ïî Ëàíäâåáåðó,

òàê êàê ε(t1) = 0, à çíà÷èò óìíîæåíèå íà t1 íóëåâîå íà Z/pZ.
Ñîîòíîøåíèå U∗(X )⊗ΩU

Z = H∗(X ), âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ìåñòà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàöèîíàëüíàÿ òåîðèÿ H∗(X ;Q) òî÷íà ïî
Ëàíäâåáåðó è U∗(X )⊗ΩU

Q = H∗(X ;Q). Çäåñü Q/pQ = 0.

2. Ðîä Òîääà td : ΩU → Z çàäà¼ò ñòðóêòóðó ΩU -ìîäóëÿ íà Z,
îáîçíà÷èì å¼ Ztd.

p-ÿ ñòåïåíü â ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìàëüíîé ãðóïïå åñòü

[p]td(u) = 1− (1− u)p = pu + · · ·+ up,

òàê ÷òî t1 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà Ztd/pZtd. Òåîðåìà Ëàíäâåáåðà

ïðèìåíèìà è äà¼ò òåîðèþ êîãîìîëîãèé U∗(X )⊗ΩU
Ztd.
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Ïðèìåð

Â êîìïëåêñíîé K -òåîðèè äëÿ îäíîìåðíîãî ξ íàä X èìååì

cK1 (ξ) = 1− ξ ∈ K̃ (X ),

à ôîðìàëüíàÿ ãðóïïà

FK (u, v) = cK1 (ξ⊗η) = 1−ξη = (1−ξ)+(1−η)−(1−ξ)(1−η) = u+v−uv

ñîîòâåòñòâóåò ðîäó Òîääà. Ïîëó÷àåì

Òåîðåìà (Êîííåð�Ôëîéä)

Ðîä Òîääà td : ΩU → Z çàäà¼ò ïðåîáðàçîâàíèå òåîðèé êîãîìîëîãèé

µc : U
∗(X )→ K ∗(X ),

äëÿ êîòîðîãî

µ̃c : U
∗(X )⊗ΩU

Ztd → K ∗(X )

åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðèé êîãîìîëîãèé.

Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíàÿ K -òåîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ âûðîæäåíèåì

òåîðèè êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ.
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Ïðèìåð

Z-ãðàäóèðîâàííàÿ K -òåîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íîé ïðîöåäóðîé.

Ìû èìååì K ∗(pt) = Z[β, β−1] ãäå β = 1− η̄ � ýëåìåíò Áîòòà â

K̃ 0(CP1) = K−2(pt), deg β = −2.

Êîëüöî Z[β, β−1] ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì ΩU -ìîäóëåì:

[M2n] 7→ td[M2n]βn. Â ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìàëüíîé ãðóïïå p-ÿ
ñòåïåíü åñòü

[p]β(u) = pu + · · ·+ βp−1up.

Òåîðåìà Ëàíäâåáåðà ïðèìåíèìà, òàê êàê óìíîæåíèå íà βp−1 åñòü
èçîìîðôèçì Zp[β, β

−1]→ Zp[β, β
−1], à Zp[β, β

−1]/(βp−1) = 0.

Ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîñòü òåîðèé

U∗(X )⊗ΩU
Z[β, β−1]

∼=−→ K ∗(X ).

Òàêèì îáðàçîì, Z2- è Z-ãðàäóèðîâàííûå âåðñèè K -òåîðèè ÿâëÿþòñÿ

òî÷íûìè ïî Ëàíäâåáåðó.
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Òåîðèÿ êîìïëåêñíûõ (êî)áîðäèçîâ

ηk � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä BU(k) = Gk(C∞).

MU(k) = Th(ηk) ïðîñòðàíñòâî Òîìà.

Ãîìîòîïè÷åñêîå îïðåäåëåíèå: ãðóïïû áîðäèçìîâ

Un(Y ) = lim
k→∞

π2k+n

(
(Y+) ∧MU(k)

)
.

Ãðóïïû êîáîðäèçìîâ

Un(X ) = lim
k→∞

[Σ2k−n(X+),MU(k)].
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Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå M → X ìíîãîîáðàçèé êîìïëåêñíî

îðèåíòèðîâàíî, åñëè îíî ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê

M ↪→ X × R2k−n −→ X ,

ãäå ïåðâîå îòîáðàæåíèå � âëîæåíèå, â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè

êîòîðîãî ôèêñèðîâàíà ñòðóêòóðà êîìïëåêñíîãî k-ìåðíîãî ðàññëîåíèÿ.

Un(X ) = {êëàññû áîðäèçìà îòîáðàæåíèé M → X ,

ãäå M � êàñàòåëüíî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ðàçìåðíîñòè n},

Un(X ) = {êëàññû êîáîðäèçìà êîìïëåêñíî îðèåíòèðîâ. M → X

êîðàçìåðíîñòè n},

Åñëè y ∈ Un(Y ) çàäàí êîìïëåêñíî îðèåíòèðîâàííûì M → Y è

f : X → Y � òðàíñâåðñàëüíîå îòîáðàæåíèå, òî êëàññ f ∗(y) ∈ Un(X )
çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì X ×Y M → X ñ èíäóöèðîâàííîé êîìïëåêñíîé

îðèåíòàöèåé.
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Ñïàðèâàíèÿ è ïðîèçâåäåíèÿ

Êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå BU(k)× BU(l)→ BU(k + l) ñóììû
Óèòíè ðàññëîåíèé äà¼ò îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ Òîìà

MU(k) ∧MU(l)→ MU(k + l).

Ñïàðèâàíèå Êðîíåêåðà

⟨ , ⟩ : Um(X )⊗ Un(X )→ ΩU
n−m,

⌢-ïðîèçâåäåíèå

⌢ : Um(X )⊗ Un(X )→ Un−m(X )

è ⌣-ïðîèçâåäåíèå (ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå)

⌣ : Um(X )⊗ Un(X )→ Um+n(X ).

Äàëåå ïðèâåä¼ì èõ ãîìîòîïè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ.
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Ïóñòü x ∈ Um(X ) ïðåäñòàâëåí îòîáðàæåíèåì Σ2l−mX+ → MU(l) è
α ∈ Un(X ) ïðåäñòàâëåí îòîáðàæåíèåì S2k+n → X+ ∧MU(k).
Òîãäà ⟨x , α⟩ ∈ ΩU

n−m ïðåäñòàâëåí êîìïîçèöèåé

S2k+2l+n−m Σ2l−mα−−−−−→ Σ2l−mX+ ∧MU(k)
x∧ id−−−−→ MU(l) ∧MU(k)→ MU(l+k)

Åñëè ∆ : X+ → (X × X )+ = X+ ∧ X+ � äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå, òî

x ⌢ α ∈ Un−m(X ) ïðåäñòàâëåí êîìïîçèöèåé

S2k+2l+n−m Σ2l−mα−−−−−→ Σ2l−mX+ ∧MU(k)
Σ2l−m∆∧ id−−−−−−−→ X+ ∧Σ2l−mX+ ∧MU(k)

id∧x∧id−−−−−→ X+ ∧MU(l) ∧MU(k)→ X+ ∧MU(l + k)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ⌣-ïðîèçâåäåíèå. Îíî ïðåâðàùàåò

U∗(X ) =
∏

n∈Z U
n(X ) â ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî, êîëüöî êîìïëåêñíûõ

êîáîðäèçìîâ ïðîñòðàíñòâà X .
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Ãåîìåòðè÷åñêè, ïóñòü x ∈ Um(X ) çàäàí âëîæåíèåì Mk−m ↪→ X = X k ñ

êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè, à α ∈ Un(X ) çàäàí
âëîæåíèåì Nn ↪→ X k ñòàáèëüíî êàñàòåëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ N.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M è N ïåðåñåêàþòñÿ â X òðàíñâåðñàëüíî, ò. å.

dimM ∩ N = n −m. Òîãäà ⟨x , α⟩ åñòü êëàññ áîðäèçìà ïåðåñå÷åíèÿ
M ∩ N, à x ⌢ α åñòü êëàññ áîðäèçìà âëîæåíèÿ M ∩ N → X ñ

èíäóöèðîâàííîé êàñàòåëüíîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé.

Àíàëîãè÷íî, åñëè x ∈ U−d(X ) çàäàí ãëàäêèì ðàññëîåíèåì

E k+d → X k , à α ∈ Un(X ) çàäàí ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì N → X , òî
⟨x , α⟩ ∈ ΩU

n+d åñòü êëàññ áîðäèçìà ïðîñòðàíñòâà èíäóöèðîâàííîãî

ðàññëîåíèÿ E ′, à x ⌢ α ∈ Un+d(X ) åñòü êëàññ áîðäèçìà êîìïîçèöèè
E ′ → X â äèàãðàììå

E ′ −−−−→ Ey y
N −−−−→ X
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Êîíñòðóêöèÿ (äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå�Àòüè)

X ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d .
Âëîæåíèå pt ⊂ X çàäà¼ò êëàññ áîðäèçìà 1 ∈ U0(X ) è êëàññ

êîáîðäèçìà â Ud(X ). (Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå òî÷êè pt ⊂ X èëè

pt ⊂ X × R èìååò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó.)

Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X → X çàäà¼ò êëàññ êîáîðäèçìà

1 ∈ U0(X ). Îíî çàäà¼ò ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ áîðäèçìà X â Ud(X )
òîëüêî åñëè X ñòàáèëüíî êîìïëåêñíî.

Ïóñòü X � ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ôóíäàìåíòàëüíûì

êëàññîì [X ] ∈ Ud(X ). Èìååì èçîìîðôèçì

D = ·⌢ [X ] : Uk(X )→ Ud−k(X ), x 7→ x ⌢ [X ],

íàçûâàåìûé èçîìîðôèçìîì äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå�Àòüè.
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Êîíñòðóêöèÿ (ãîìîìîðôèçì Ãèçèíà)

Ïóñòü f : X k → Y k+d � êîìïëåêñíî îðèåíòèðîâàííîå îòîáðàæåíèå

êîðàçìåðíîñòè d ìåæäó ìíîãîîáðàçèÿìè (âîçìîæíî, íåêîìïàêòíûìè,

òîãäà f ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîáñòâåííûì). Îíî èíäóöèðóåò êîâàðèàíòíîå

îòîáðàæåíèå

f ! : U
n(X )→ Un+d(Y ),

íàçûâàåìîå ãîìîìîðôèçìîì Ãèçèíà è îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Ïóñòü x ∈ Un(X ) ïðåäñòàâëåí êîìïëåêñíî îðèåíòèðîâàííûì
îòîáðàæåíèåì g : Mk−n → X k . Òîãäà f !(x) ïðåäñòàâëåí
êîìïîçèöèåé fg .
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Ïðåäëîæåíèå

f ! : U
∗(X )→ U∗+d(Y ) ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ΩU -ìîäóëåé, çàâèñèò

òîëüêî îò êëàññà ñîáñòâåííîé ãîìîòîïèè f è óäîâëåòâîðÿåò

à) f !(x · f ∗(y)) = f !(x) · y äëÿ ëþáûõ x ∈ Un(X ), y ∈ Um(Y );

á) äëÿ äåêàðòîâà êâàäðàòà
X ×Y Z

g ′
−−−−→ X

f ′
y yf

Z
g−−−−→ Y

ãäå g òðàíñâåðñàëüíî f , èìååì g∗f ! = f ′! g
′∗ : U∗(X )→ U∗+d(Z ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Âûáåðåì Z → X è W → Y , ïðåäñòàâëÿþùèå x è y , è ðàññìîòðèì

Z ×Y W −→ X ×Y W −→ W
↓ ↓ ↓
Z −→ X −→ Y

Îáå ÷àñòè â à) ïðåäñòàâëåíû êîìïîçèöèÿìè Z ×Y W → Y .
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Îïèøåì òåîðèþ êîìïëåêñíûõ áîðäèçìîâ è ðîäîâ â ýêâèâàðèàíòíîé

ïîñòàíîâêå.

Ðàññìàòðèâàåì ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ñîãëàñîâàííûì

äåéñòâèåì òîðà T k . (Ìîæíî îáîáùèòü íà äåéñòâèÿ êîìïàêòíûõ

ñâÿçíûõ ãðóïï Ëè.)

Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûé òîðè÷åñêèé ðîä Φ,
îïðåäåë¼ííûé íà ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûõ T k -ìíîãîîáðàçèÿõ è

ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â U∗(BT k).

Φ åñòü ýêâèâàðèàíòíûé àíàëîã óíèâåðñàëüíîãî ðîäà id : ΩU → ΩU .
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Êîíñòðóêöèÿ îñíîâàíà íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ ýêâèâàðèàíòíûõ òåîðèé

ΦX : U∗
T k (X )

ν−→ MU∗
T k (X )

α−→ U∗(ET k ×T k X ).

Çäåñü U∗
T k (X ) � ãåîìåòðè÷åñêèå, à MU∗

T k (X )) � ãîìîòîïè÷åñêèå

T k -ýêâèâàðèàíòíûå êîáîðäèçìû T k -ìíîãîîáðàçèÿ X , à ET k ×T k X �

êîíñòðóêöèÿ Áîðåëÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ è ãîìîòîïè÷åñêàÿ âåðñèÿ ýêâèâàðèàíòíûõ êîáîðäèçìîâ

îòëè÷àþòñÿ ââèäó îòñóòñòâèÿ ýêâèâàðèàíòíîé òðàíñâåðñàëüíîñòè.

Îãðàíè÷èâàÿ ΦX íà X = pt, ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì

Φ : ΩU:T k → ΩU [[u1, . . . , uk ]]

èç êîëüöà ãåîìåòðè÷åñêèõ T k -êîáîðäèçìîâ Ω∗
U:T k := U∗

T k (pt) â êîëüöî

U∗(BT k) = ΩU [[u1, . . . , uk ]] � óíèâåðñàëüíûé òîðè÷åñêèé ðîä.

Îí ïåðåâîäèòò êëàññ áîðäèçìà [M, cT ] ∈ ΩU:T k

2n ñòàáèëüíî

êîìïëåêñíîãî T k -ìíîãîîáðàçèÿ M â `êëàññ êîáîðäèçìà' îòîáðàæåíèÿ

ET k ×T k M → BT k .
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Ãîìîòîïè÷åñêèå ýêâèâàðèàíòíûå êîáîðäèçìû

T k -ñïåêòð Òîìà MUT k ïàðàìåòðèçóåòñÿ êîìïëåêñíûìè

ïðåäñòàâëåíèÿìè V òîðà T k (êîìïëåêñíîé ðàçìåðíîñòè |V |).

MUT k (V ) åñòü T k -ïðîñòðàíñòâî Òîìà óíèâåðñàëüíîãî |V |-ìåðíîãî
êîìïëåêñíîãî T k -ýêâèâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ

γV : EUT k (V )→ BUT k (V ),

à ñâÿçûâàþùèå îòîáðàæåíèÿ ñïåêòðà

Σ2(|W |−|V |)MUT k (V )→ MUT k (W ) èíäóöèðîâàíû âëîæåíèÿìè V ⊂W
T k -ïîäìîäóëåé.

Ãðóïïà ãîìîòîïè÷åñêèõ T k -ýêâèâàðèàíòíõ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ

MUn
T k (X ) äëÿ T k -ïðîñòðàíñòâà X ïîëó÷àåòñÿ ñòàáèëèçàöèåé êëàññîâ

ãîìîòîïèè T k -îòîáðàæåíèé ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè:

MUn
T k (X ) = lim

−→

[
Σ2|V |−n(X+),MUT k (V )

]
T k .
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Ïðèìåíÿÿ êîíñòðóêöèþ Áîðåëÿ ê γV : EUT k (V )→ BUT k (V ) ïîëó÷àåì
|V |-ìåðíîå ðàññëîåíèå ET k ×T k γV íàä ET k ×T k BUT k (V ) ñ
ïðîñòðàíñòâîì Òîìà ET k

+ ∧T k MUT k (V ).
Êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ ET k ×T k γV èíäóöèðóåò

îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâ Òîìà ET k
+ ∧T k MUT k (V )→ MU(|V |).

Ðàññìîòðèì T k -îòîáðàæåíèå Σ2|V |−n(X+)→ MUT k (V ),
ïðåäñòàâëÿþùåå êëàññ â MUn

T k (X ). Ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ Áîðåëÿ:

Σ2|V |−n(ET k ×T k X )+ −→ ET k
+ ∧T k MUT k (V )→ MU(|V |).

Ýòî êîíñòðóêöèÿ ãîìîòîïè÷åñêè èíâàðèàíòíà è äà¼ò îòîáðàæåíèå[
Σ2|V |−n(X+),MUT k (V )

]
T k −→

[
Σ2|V |−n(ET k ×T k X )+,MU(|V |)

]
,

à çíà÷èò ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðèé êîãîìîëîãèé

α : MU∗
T k (X ) −→ U∗(ET k ×T k X ).
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Ïðåîáðàçîâàíèå α òàêæå ïîëó÷àåòñÿ èç ãîìîìîðôèçìîâ

MU∗
T k (X )→ MU∗

T k (ET
k × X ),

èíäóöèðîâàííûõ T k -ïðîåêöèÿìè ET k × X → X ; òàê êàê T k äåéñòóåò

ñâîáîäíî íà ET k × X , ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî çàìåíèòü íà

U∗(ET k ×T k X ).

Åñëè X êîìïàêòíî è T k äåéñòâóåò ñâîáîäíî, òî

α : MU∗
T k (X ) −→ U∗(ET k ×T k X ) � èçîìîðôèçì.

Çàìå÷àíèå

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ë¼ôôëåðà, ïðåîáðàçîâàíèå α åñòü ãîìîìîðôèçì

ïîïîëíåíèÿ ïî àóãìåíòàöèîííîìó èäåàëó â MU∗
T k (X ).
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Ãåîìåòðè÷åñêèå ýêâèâàðèàíòíûå êîáîðäèçìû

Åñòü ýêâèâàðèàíòíàÿ âåðñèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà Êâèëëåíà ê

êîáîðäèçìàì ÷åðåç êîìïëåêñíî îðèåíòèðîâàííûå îòîáðàæåíèÿ.

Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà íîðìàëüíûõ ñòðóêòóðàõ, õîòÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ

ïðèìåðàõ ýêâèâàðèàíòíàÿ ñòðóêòóðà çàäàíà â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè.

Ýêâèâàðèàíòíóþ êàñàòåëüíóþ ñòðóêòóðó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â

íîðìàëüíóþ, íî ýòà ïðîöåäóðà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáðàòèìà.

Ýëåìåíòû ãðóïïû U−d(X ) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñòàáèëüíî êàñàòåëüíî

êîìïëåêñíûìè ðàññëîåíèÿìè π : E → X ñ d-ìåðíûì ñëîåì F , ò. å. â
êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TF (E ) âäîëü ñëî¼â ôèêñèðóåòñÿ ñòàáèëüíî

êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà cT (π).

Åñëè π : E → X � T k -ýêâèâàðèàíòíîå ðàññëîåíèå, òî ñòàáèëüíî

êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà cT (π) ïðåäïîëàãàåòñÿ T k -ýêâèâàðèàíòíîé.

Ò. Å. Ïàíîâ Ëåêöèÿ 2. Ýêâèâàðèàíòíûå êîáîðäèçìû 20 ìàÿ 2026 21 / 32



Ãðóïïà ãåîìåòðè÷åñêèõ T k -ýêâèâàðèàíòíûõ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ

U−d
T k (X ) ñîñòîèò èç êëàññîâ ýêâèâàðèàíòíûõ êîáîðäèçìîâ d-ìåðíûõ

ñòàáèëüíî êàñàòåëüíî êîìïëåêñíûõ T k -ðàññëîåíèé íàä X .

Åñëè X = pt, òî Ω−d
U:T k := U−d

T k (pt) ñîñòîèò èç êëàññîâ êîáîðäèçìà

ñòàáèëüíî êàñàòåëüíî êîìïëåêñíûõ d-ìåðíûõ T k -ìíîãîîáðàçèé M.

ΩU:T k =
⊕

d Ω
−d
U:T k � êîëüöî ãåîìåòðè÷åñêèõ T k -ýêâèâàðèàíòíûõ

êîáîðäèçìîâ è U∗
T k (X ) � ãðàäóèðîâàííûé ΩU:T k -ìîäóëü.

U∗
T k ( ·) ôóíêòîðèàëüíî îòíîñèòåëüíî ãëàäêèõ T k -îòîáðàæåíèé Y → X .

Äëÿ T k -ìíîãîîáðàçèÿ X èìååòñÿ êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì

ν : U−d
T k (X )→ MU−d

T k (X ), d ⩾ 0.

Åãî êîíñòðóêöèÿ îñíîâàíà íà ïðåîáðàçîâàíèè êàñàòåëüíîé ñòðóêòóðû,

èñïîëüçóåìîé â îïðåäåëåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ êîáîðäèçìîâ, â

íîðìàëüíóþ ñòðóêòóðó, èñïîëüçóåìóþ â îòîáðàæåíèè

Ïîíòðÿãèíà�Òîìà ïðè ãîìîòîïè÷åñêîì ïîäõîäå.
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Óíèâåðñàëüíûé òîðè÷åñêèé ðîä

Äëÿ ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî T k -ìíîãîîáðàçèÿ X îïðåäåëèì ãîì-ôèçì

ΦX : U∗
T k (X )

ν−→ MU∗
T k (X )

α−→ U∗(ET k ×T k X ).

Äëÿ X = pt ïîëó÷àåì

Φ : ΩU:T k −→ U∗(BT k) = ΩU [[u1, . . . , uk ]]

óíèâåðñàëüíûé òîðè÷åñêèé ðîä.

Ýòî ìóëüòèïëèêàòèâíûé èíâàðèàíò êîáîðäèçìà ñòàáèëüíî

êîìïëåêñíûõ T k -ìíîãîîáðàçèé.

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Õàíêå è Ë¼ôôëåðà, ïðè X = pt îáà ãîìîìîðôèçìà

ν è α èíúåêòèâíû, ïîýòîìó Φ èíúåêòèâåí.
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Ãåîìåòðè÷åñêè, óíèâåðñàëüíûé òîðè÷åñêèé ðîä Φ ïåðåâîäèò

ãåîìåòðè÷åñêèé êëàññ êîáîðäèçìà [M, cT ] ∈ Ω−d
U:T k ñòàáèëüíî

êàñàòåëüíîãî T k -ìíîãîîáðàçèÿ M â ¾êëàññ êîáîðäèçìà¿ îòîáðàæåíèÿ

ET k ×T k M → BT k .

Òàê êàê ET k ×T k M è BT k áåñêîíå÷íîìåðíû, äëÿ ââåäåíèÿ ñòàáèëüíî

êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû â îïðåäåëåíèè Φ(M) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü
êîíå÷íîìåðíûå àïïðîêñèìàöèè. Äðóãîé ñïîñîá:

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü [M] ∈ ΩU:T k ãåîìåòðè÷åñêèé êëàññ êîáîðäèçìà, ïðåäñòàâëåííûé

d-ìåðíûì T k -ìíîãîîáðàçèåì M. Òîãäà

Φ(M) = (id×T kπ) !1,

ãäå

(id×T kπ) ! : U
∗(ET k ×T k M) −→ U∗−d(ET k ×T k pt) = U∗−d(BT k)

� ãîìîìîðôèçì Ãèçèíà, èíäóöèðîâàííûé ïðîåêöèåé π : M → pt.
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Äëÿ óíèâåðñàëüíîãî òîðè÷åñêîãî ðîäà

Φ : ΩU:T k −→ U∗(BT k) = ΩU [[u1, . . . , uk ]]

èìååì ðàçëîæåíèå â ðÿä

Φ(M) =
∑
ω

gω(M)uω,

ãäå ω = (ω1, . . . , ωk) ∈ Nk , uω = uω11 · · · u
ωk
k , gω(M) ∈ Ω

−2(|ω|+n)
U .

Ìû èìååì g0(M) = [M] ∈ Ω−2n
U .

Êàê âûðàçèòü îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû gω(M)?
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Ìíîãîîáðàçèÿ îãðàíè÷åííûõ ôëàãîâ

Îãðàíè÷åííûé ôëàã â Cn+1 � ýòî ïîëíûé ôëàã

U = {U1 ⊂ U2 ⊂ · · · ⊂ Un+1 = Cn+1, dimUi = i},

ãäå Uk ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî Ck−1 = ⟨e1, . . . , ek−1⟩, 2 ⩽ k ⩽ n.
BF n � ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ôëàãîâ â Cn+1.

BF n � ïðîåêòèâíîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.

Òàêæå, ýòî ïðèìåð áàøíè Áîòòà, ò. å. òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî

n-êðàòíîãî èòåðèðîâàííîãî CP1-ðàññëîåíèÿ íàä BF 0 = pt.
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Ôàêòîð-êîíñòðóêöèÿ îïèñûâàåò BF n êàê ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

(S3)n = {(z1, . . . , z2n) ∈ C2n : |zk |2 + |zk+n|2 = 1, 1 ⩽ k ⩽ n}

ïî ñâîáîäíîìó äåéñòâèþ òîðà T n = {(t1, . . . , tn)}, çàäàííîìó êàê

(z1, . . . , z2n) 7→ (t1z1, t
−1
1 t2z2, . . . , t

−1
n−1tnzn, t1zn+1, t2zn+2, . . . , tnz2n)

Äëÿ 1 ⩽ i ⩽ n èìååì êîìïëåêñíûå îäíîìåðíûå ðàññëîåíèÿ

ξi : (S
3)n ×T n C −→ BF n

ãäå äåéñòâèå òîðà íà C çàäàíî êàê (t1, . . . , tn) · z = t−1i z äëÿ z ∈ C.

Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ê BF n ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó îäíîìåðíûõ:

T (BF n)⊕ Cn ∼= ξ̄1 ⊕ ξ1ξ̄2 ⊕ · · · ⊕ ξn−1ξ̄n ⊕ ξ̄1 ⊕ ξ̄2 ⊕ · · · ⊕ ξ̄n.

Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûé èçîìîðôèçì T CP1 ⊕ C ∼= η̄ ⊕ η̄, ãäå
ξ1 = η � òàâòîëîãè÷åñêîå îäíîìåðíîå ðàññëîåíèå.
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Çàìåíèì ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà BF n òàê, ÷òî

ïîëó÷àåìû êëàññ áîðäèçìà â ΩU
2n áóäåò íóëåâûì. Ãåîìåòðè÷åñêè,

ðàññìàòðèâàåì BF n êàê ïðîñòðàíñòâî ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä

BF n−1. Åñëè ñòàáèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà cT íà BF n

îãðàíè÷èâàåòñÿ íà òðèâèàëüíóþ ñòðóêòóðó íà êàæäîì ñëîå S2, òî cT
ïðîäîëæàåòñÿ íà àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå 3-äèñêîâ, à çíà÷èò

áîðäàíòíà íóëþ.

Ïðåäñòàâèì (S3)n êàê (S3)n−1 × S3 è T n êàê T n−1 × T 1; òîãäà T 1

äåéñòâóåò òðèâèàëüíî íà (S3)n−1, è ìû ïîëó÷àåì

BF n = (S3)n/T n =
(
(S3)n−1 × (S3/T 1)

)
/T n−1 = BF n−1 ×T n−1 S2.

Çäåñü T 1 äåéñòâóåò íà S3 äèàãîíàëüíî, òàê ÷òî ñòàáèëüíî
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà S2 åñòü ñòàíäàðòíàÿ ñòðóêòóðà íà CP1.
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Òåïåðü èçìåíèì äåéñòâèå òîðà íà

(S3)n = {(z1, . . . , z2n) ∈ C2n : |zk |2 + |zk+n|2 = 1, 1 ⩽ k ⩽ n}

íà ñëåäóþùåå:

(z1, . . . , z2n) 7→ (t1z1, t
−1
1 t2z2, . . . , t

−1
n−1tnzn, t

−1
1 zn+1, t

−1
2 zn+2, . . . , t

−1
n z2n).

Òîãäà êàæäûé T 1 äåéñòâóåò íà S3 àíòèäèàãîíàëüíî, òàê ÷òî ñòàáèëüíî
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà S2 òðèâèàëüíà, êàê òðåáóåòñÿ. Èòîãîâàÿ
ñòàáèëüíî êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà BF n çàäà¼òñÿ èçîìîðôèçìîì

T (BF n)⊕ R2n ∼= ξ̄1 ⊕ ξ1ξ̄2 ⊕ · · · ⊕ ξn−1ξ̄n ⊕ ξ1 ⊕ ξ2 ⊕ · · · ⊕ ξn,

è å¼ êëàññ áîðäèçìà â ΩU
2n ðàâåí íóëþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn ìíîãîîáðàçèå BF n ñ íîâîé ñòàáèëüíî

êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, áîðäàíòíîé íóëþ.
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¾Òàâòîëîãè÷åñêîå¿ ðàññëîåíèå ξn êëàññèôèöèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì

Bn → CP∞ è çàäà¼ò êëàññ áîðäèçìà βn ∈ U2n(CP∞). Ïîëîæèì β0 = 1.

{βn : n ⩾ 0} � áàçèñ Ðýÿ â ΩU -ìîäóëå U∗(CP∞).

Ïðåäëîæåíèå (Ðýé, 1986)

Êëàññû {βn : n ⩾ 0} îáðàçóþò áàçèñ ñâîáîäíîãî ΩU -ìîäóëÿ U∗(CP∞),
äâîéñòâåííûé ê áàçèñó {uk : k ⩾ 0} â U∗(CP∞) = ΩU [[u]].
Çäåñü u = cU1 (η̄) (ïðåäñòàâëåí ãèïåðïëîñêîñòüþ CP∞−1 ⊂ CP∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê [Bn] = 0 â ΩU , èìååì βn ∈ Ũ2n(CP∞)
ïðè n > 0. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî {βn : n ⩾ 0} è {uk : k ⩾ 0} �
äâîéñòâåííûå áàçèñû, íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî u ⌢ βn = βn−1. Êëàññ
u ⌢ βn ïîëó÷àåòñÿ âçÿòèåì òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ Bn ↪→ CP∞

ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ CP∞−1 â CP∞ = MU(1) èëè, ýêâèâàëåíòíî,
îãðàíè÷åíèåì Bn → CP∞ íà íóëè òðàíñâåðñàëüíîãî ñå÷åíèÿ

ðàññëîåíèÿ ξn. Ýòî äà¼ò â òî÷íîñòè Bn−1. □
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Äëÿ ìóëüòèèíäåêñà ω = (ω1, . . . , ωk) îïðåäåëèì ìíîãîîáðàçèå

Bω = Bω1 × · · · × Bωk
è ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ áîðäèçìà

βω ∈ U2|ω|(BT
k).

Ñëåäñòâèå

{βω} � áàçèñ ñâîáîäíîãî ΩU -ìîäóëÿ U∗(BT
k);

ýòî áàçèñ äâîéñòâåí ê áàçèñó {uω} ìîäóëÿ U∗(BT k) = ΩU [[u1, . . . , uk ]].
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Ïóñòü M � êàñàòåëüíî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå T k -ìíîãîîáðàçèå M.

(S3)ω = (S3)ω1 × · · · × (S3)ωk ñ ïîêîîðäèíàòíûì äåéñòâèåì òîðà

Tω = Tω1 × · · · × Tωk è ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì Bω. Îïðåäåëèì

Gω(M) = (S3)ω ×Tω M,

ãäå Tω äåéñòóåò íà M ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèå

(t1,1, . . . , t1,ω1 ; . . . ; tk,1, . . . , tk,ωk
) 7−→ (t1,ω1 , . . . , tk,ωk

).

Òåîðåìà (Áóõøòàáåð-Ï-Ðýé)

Ìíîãîîáðàçèå Gω(M) çàäà¼ò êëàññ áîðäèçìà êîýôôèöèåíòà

gω(M) ∈ Ω
−2(|ω|+n)
U â ðàçëîæåíèè óíèâåðñàëüíîãî òîðè÷åñêîãî ðîäà

Φ(M) =
∑

ω gω(M)uω.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì gω(M) = ⟨Φ(M), βω⟩. Ýòî ïðîèçâåäåíèå
Êðîíåêåðà çàäà¼òñÿ çàìûêàíèåì äåêàðòîâà êâàäðàòà

Bω −→ BT k ←− ET k ×T k M,

÷òî åñòü â òî÷íîñòè Gω(M). □
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