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Ýêâèâàðèàíòíûå ðîäû

Êîíñòðóêöèÿ ýêâèâàðèàíòíûõ ðîäîâ âîçíèêëà â ðàáîòå Àòüè è
Õèðöåáðóõà 1970 ã., ãäå áûëî óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî æ¼ñòêîñòè äëÿ
χy -ðîäà è Â-ðîäà íà S1-ìíîãîîáðàçèÿõ. Ýòè ïîíÿòèÿ âîñõîäÿò ê
ôîðìóëå Àòüè�Áîòòà äëÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, êîòîðàÿ ïîñëóæèëà
êàòàëèçàòîðîì ðàçâèòèÿ ýêâèâàðèàíòíîé òåîðèè èíäåêñà. Âàæíåéøèì
ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Áîòòà è Òàóáñà î æ¼ñòêîñòè
ýëëèïòè÷åñêîãî ðîäà Îøàíèíà íà ñïèíîðíûõ S1-ìíîãîîáðàçèÿõ.

Ìû îïèøåì ïîäõîä ê ýêâèâàðèàíòíûì ðîäàì è æ¼ñòêîñòè öåëèêîì â
ðàìêàõ òåîðèè êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ. Îí ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
ïîíÿòèÿ ýêâèâàðèàíòíîãî ðîäà è æ¼ñòêîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðîäà
Õèðöåáðóõà. Â ñëó÷àå, êîãäà ðîä âûðàæàåòñÿ â âèäå èíäåêñà
ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà èëè êîìïëåêñà, íàøå îïðåäåëåíèå
æ¼ñòêîñòè ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññè÷åñêèì.
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Îïðåäåëåíèå ýêâèâàðèàíòíîãî ðîäà èñïîëüçóåò ñëåäóþùåå
óíèâåðñàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðèé êîãîìîëîãèé, ââåä¼ííîå
Â.Ì. Áóõøòàáåðîì â 1970 ã.

Êîíñòðóêöèÿ (õàðàêòåð ×æåíÿ�Äîëüäà)

Ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå òåîðèé êîãîìîëîãèé

h : U∗(X )→ H∗(X ;ΩU ⊗Q).

îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ðÿäîì h(u) ∈ H2(CP∞;ΩU ⊗Q) = ΩU ⊗Q[[x ]],
ãäå u = cU1 (η̄) ∈ U2(CP∞) è x = cH1 (η̄) ∈ H2(CP∞).

Õàðàêòåð ×æåíÿ�Äîëüäà � ýòî åäèíñòâåííîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå
ïðåîáðàçîâàíèå

chU : U∗(X )→ H∗(X ;ΩU ⊗Q),

êîòîðîå ïðè X = pt ïðåâðàùàåòñÿ â êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå
ΩU → ΩU ⊗Q.
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Ïðåäëîæåíèå

Äëÿ õàðàêòåðà ×æåíÿ�Äîëüäà èìååì

chU(u) = fU(x),

ãäå fU(x) � ýêñïîíåíòà ôîðìàëüíîé ãðóïïû FU â êîáîðäèçìàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê chU òîæäåñòâåí íà ΩU ïîëó÷àåì

chU FU(v1, v2) = FU(chU(v1), chU(v2)) (1)

äëÿ v1, v2 ∈ U2(CP∞). Ïîëîæèì f (x) := chU(u) ∈ ΩU ⊗Q[[x ]]. Ïóñòü
vi = cU1 (ξi ) è xi = cH1 (ξi ) äëÿ îäíîìåðíûõ ðàññëîåíèé ξi , i = 1, 2. Òîãäà

chU FU(v1, v2) = chU
(
cU1 (ξ1 ⊗ ξ2)

)
= f

(
cH1 (ξ1 ⊗ ξ2)

)
= f (x1 + x2),

chU(v1) = f (x1), chU(v2) = f (x2).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â (1), ïîëó÷àåì f (x1 + x2) = FU(f (x1), f (x2)), ÷òî
îçíà÷àåò, ÷òî f (x) åñòü ýêñïîíåíòà ôîðìàëüíîé ãðóïïû FU . □
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Ïóñòü φ : ΩU → R ðîä è R áåç êðó÷åíèÿ. Òàêîé φ îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì
f (x) = x + · · · ∈ R ⊗Q[[x ]] â ñèëó ñîîòâåòñòâèÿ Õèðöåáðóõà.

Îïðåäåëèì ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå

hφ : U
∗(X )

chU−→ H∗(X ;ΩU ⊗Q)
φ−→ H∗(X ;R ⊗Q)

ãäå âòîðîé ãîìîìîðôèçì äåéñòâóåò òîëüêî íà êîýôôèöèåíòû ðîäîì φ.
Äëÿ X = BT k ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì

hφ : ΩU [[u1, . . . , uk ]]→ R ⊗Q[[x1, . . . , xk ]]

êîòîðûé äåéñòâóåò íà êîýôôèöèåíòû êàê φ è ïåðåâîäèò ui â f (xi ).

Êîíñòðóêöèÿ (ýêâèâàðèàíòíûé ðîä)

T k -ýêâèâàðèàíòíîå ðàñøèðåíèå ðîäà φ � ýòî ãîìîìîðôèçì

φT = hφ · Φ : ΩU:T k → R ⊗Q[[x1, . . . , xk ]]

� êîìïîçèöèÿ hφ ñ óíèâåðñàëüíûì òîðè÷åñêèì ðîäîì Φ.
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Æ¼ñòêîñòü

Ìû èìååì ðàçëîæåíèå â ðÿä

φT (M) = φ(M) +
∑
|ω|>0

φ(gω(M)) f (x)ω.

Â ÷àñòíîñòè, T k -ýêâèâàðèàíòíîå ðàñøèðåíèå óíèâåðñàëüíîãî ðîäà
id : ΩU

∗ → ΩU
∗ åñòü Φ.

Ýòî îáúÿñíÿåò íàçâàíèå ¾óíèâåðñàëüíûé òîðè÷åñêèé ðîä¿.

De�nition

Ðîä φ : ΩU → R íàçûâàåòñÿ T k -æ¼ñòêèì íà ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîì
T k -ìíîãîîáðàçèè M, åñëè äëÿ ýêâèâàðèàíòîãî ðîäà
φT : ΩU:T k → R ⊗Q[[u1, . . . , uk ]] èìååì φT (M) = φ(M).
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Äðóãèå îïðåäåëåíèÿ æ¼ñòêîñòè:

Àòüÿ�Õèðöåáðóõ: Ïóñòü φ(M) = ind(E) � èíäåêñ ýëëèïòè÷åñêîãî
êîìïëåêñà E âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä M.
Äëÿ T k -ìíîãîîáðàçèé M îïðåäåë¼í T k -ýêâèâàðèàíòíûé èíäåêñ
indT (E) � ýëåìåíò êîëüöà ïðåäñòàâëåíèé RU(T

k).
Ðîä φ æ¼ñòêèé, åñëè φT ëåæèò â Z ⊂ RU(T

k) (òðèâ. ïðåäñòàâëåíèå).

Êðè÷åâåð: Ýêâèâàðèàíòíîå ðàñøèðåíèå ðîäà φ : ΩU → Q åñòü

φK : ΩU:T k → K 0(BT k)⊗Q, ãäå K 0(BT k) = R̂U(T k) (ïîïîëíåíèå).
Òîãäà φ æ¼ñòêèé, åñëè φK ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â Q ⊂ K 0(BT k)⊗Q.

Ýêâèâàðèàíòíûé ðîä Êðè÷åâåðà φK : ΩU:T k → K 0(BT k)⊗Q ñâÿçàí ñ
φT : ΩU:T k → Heven(BT k ;Q) = Q[[x1, . . . , xk ]] ÷åðåç õàðàêòåð ×æåíÿ

ch : K 0(X )⊗Q
∼=→ Heven(X ;Q). Òàêèì îáðàçîì, ðàöèîíàëüíûé ðîä

T k -æ¼ñòêèé ò. è ò. ò., êîãäà îí æ¼ñòêèé â ñìûñëå Êðè÷åâåðà (à çíà÷èò
è â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå Àòüè�Õèðöåáðóõà, åñëè φ åñòü èíäåêñ).
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Ïîñëîéíàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü

Ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå M → E ×G M
π→ B ,

ãäå M è B ñâÿçíû è ñòàáèëüíî êîìïëåêñíû,

G � êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè ïîëîæèòåëüíîãî ðàíãà, äåéñòâóþùàÿ íà M
ñ ñîõðàíåíèåì ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû,

E → B � ãëàâíîå G -ðàññëîåíèå.

Òîãäà N := E ×G M íàñëåäóåò ñòàáèëüíî êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó.

Îïðåäåëåíèå

Ðîä φ : ΩU → R íàçûâàåòñÿ ïîñëîéíî ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïî
îòíîøåíèþ ê ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîìó ìíîãîîáðàçèþ M, åñëè
φ(N) = φ(M)φ(B) äëÿ ëþáîãî ðàññëîåíèÿ π ñî ñëîåì M êàê âûøå.
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Òåîðåìà (Áóõøòàáåð�Ï�Ðýé)

Åñëè ðîä φ ÿâëÿåòñÿ T k -æ¼ñòêèì íà M, òî îí ïîñëîéíî

ìóëüòèïëèêàòèâåí ïî îòíîøåíèþ ê M äëÿ ðàññëîåíèé ñî ñòðóêòóðíîé

ãðóïïîé G , äëÿ êîòîðîé U∗(BG ) íå èìååò êðó÷åíèÿ.

Åñëè ðîä φ ïîñëîéíî ìóëüòèïëèêàòèâåí ïî îòíîøåíèþ ê M, òî îí

T k -æ¼ñòêèé íà M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ ïîñëîéíî ìóëüòèïëèêàòèâåí. Ðàññìîòèì
Gω(M) = (S3)ω ×TωM. Ïðèìåíèì φ ê ðàññëîåíèþ M → Gω(M)→ Bω.
Òàê êàê Bω áîðäàíòíî íóëþ ïðè |ω| > 0, ïîëó÷àåì φ(Gω(M)) = 0.
Çíà÷èò φ ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì äèàãðàììû

E ×G M
f ′−−−−→ EG ×G M

i ′←−−−− ET k ×T k M

π

y πG

y πTk

y
B

f−−−−→ BG
i←−−−− BT k

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ãîìîìîðôèçìà Ãèçèíà. □
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Ïðèìåð

Ñèãíàòóðà (L-ðîä) ïîñëîéíî ìóëüòèïëèêàòèâíà îòíîñèòåëüíî ëþáîé
îäíîñâÿçíîé áàçû [×æåíü�Õèðöåáðóõ�Ñåðð] è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ
æ¼ñòêèì ðîäîì.
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Èçîëèðîâàííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè

Ïóñòü M � T k -ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2n ñ T k -èíâàðèàíòíîé
ñòàáèëüíîé êàñàòåëüíîé êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé

cT : TM ⊕ R2(l−n) → ξ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè èçîëèðîâàíû, ò. å.
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê MT êîíå÷íî.

p ∈ MT íåïîäâèæàÿ òî÷êà. Èìååì ïðåäñòàâëåíèå rp : T
k → GL(l ,C) â

ñëîå ξp. Òîãäà ξp = r1 ⊕ . . .⊕ rn ⊕ V , ãäå êàæäîå ri � íåòðèâèàëüíîå
1-ìåðíîå êîìïëåêñíîå T k -ïðåäñòàâëåíèå, à V òðèâèàëüíî.
Â ïîäõîäÿùèõ êîîðäèíàòàõ (z1, . . . , zn, v) ýëåìåíò
t = (e2πiφ1 , . . . , e2πiφk ) ∈ T k äåéñòâóåò êàê

t ·(z1, . . . , zn, v) = (e2πi⟨w1, φ⟩z1, . . . , e
2πi⟨wn, φ⟩zn, v),

ãäå φ = (φ1, . . . , φk) ∈ Rk è w j ∈ Hom(T k , S1) ∼= Zk , 1 ⩽ j ⩽ n, �
âåñà ïðåäñòàâëåíèÿ rp.
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Èçîìîðôèçì cT ,p : TpM ⊕ R2(l−n) → ξp èíäóöèðóåò îðèåíòàöèþ

êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TpM, òàê êàê R2(l−n) è ξp ∼= Cl êàíîíè÷åñêè
îðèåíòèðîâàíû.

Îïðåäåëåíèå

Çíàê σ(p) íåïîäâèæíîé òî÷êè p ∈ MT åñòü +1, åñëè èçîìîðôèçì

TpM
id⊕ 0−−−→ TpM ⊕ R2(l−n) cT ,x−−→ ξp = r1 ⊕ . . .⊕ rn ⊕ V

pr−→ r1 ⊕ . . .⊕ rn

ñîõðàíÿåò êàíîíè÷åñêèå îðèåíòàöèè, è −1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè M � ïî÷òè êîìïëåêñíîå T k -ìíîãîîáðàçèå (ò. å. l = n), òî
TpM = r1 ⊕ · · · ⊕ rn è σ(p) = 1 äëÿ ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè p.

Èìååì äàííûå íåïîäâèæíûõ òî÷åê äëÿ (M, cT ):

{w j(p), σ(p) : p ∈ MT , 1 ⩽ j ⩽ n}.
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Öåëî÷èñëåííûé âåêòîð n = (n1, . . . , nk) ∈ Zk çàäà¼ò îäíîìåðíîå
ðàññëîåíèå

η̄n := η̄n11 ⊗ · · · ⊗ η̄nkk

íàä BT k = (CP∞)k , ãäå ηj � òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä j-ì
ñîìíîæèòåëåì. Åãî ïåðâûé êëàññ ×æåíÿ â êîáîðäèçìàõ

[n](u) := cU1 (η̄
n)

çàäà¼òñÿ ðÿäîì

[n](u) = FU(u1, . . . , u1︸ ︷︷ ︸
n1

, . . . , uk , . . . , uk︸ ︷︷ ︸
nk

) ∈ U2(BT k),

ãäå FU(u1, . . . , uk) = FU(· · ·FU(FU(u1, u2), u3), . . . , uk) � èòåðèðîâàííàÿ
ïîäñòàíîâêà â ôîðìàëüíîé ãðóïïå. Èìååì

[n](u) ≡ ⟨n,u⟩ = n1u1 + · · ·+ nkuk ïî ìîäóëþ ðàçëîæèìûõ.
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Ôîðìóëà ëîêàëèçàöèè

(M, cT ) ñ äàííûìè íåïîäâ. òî÷åê {w j(p), σ(p) : p ∈ MT , 1 ⩽ j ⩽ n}.
Óíèâåðñ. òîðè÷åñêèé ðîä Φ : ΩU:T k −→ U∗(BT k) = ΩU [[u1, . . . , uk ]].

Òåîðåìà (Áóõøòàáåð-Ï-Ðýé)

Äëÿ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîãî 2n-ìåðíîãî T k -ìíîãîîáðàçèÿ M ñ

èçîëèðîâàííûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè MT èìååì ñîîòíîøåíèå

Φ(M) =
∑

p∈MT

σ(p)
n∏

j=1

1

[wj(p)](u)

â U−2n(BT k).

Ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìàëüíî ëåæàò â ëîêàëèçîâàííîì êîëüöå
S−1U∗(BT k), ãäå S � íàáîð ýêâèâàðèàíòíûõ êëàññîâ Ýéëåðà
íåòðèâèàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé òîðà T k .
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φ : ΩU → R � ðîä, çàäàâàåìûé ðÿäîì f (x) = x + . . . ∈ R ⊗Q[[x ]].
Óíèâåðñàëüíàÿ ôîðìóëà ëîêàëèçàöèè äà¼ò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
ýêâèâàðèàíòíîãî ðîäà φT (M) â òåðìèíàõ äàííûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê:

Òåîðåìà

Ïóñòü φ : ΩU → R � ðîä, R áåç êðó÷åíèÿ, M � ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå

2n-ìåðíîå T k -ìíîãîîáðàçèå è èçîëèðîâàííûìè íåïîäâèæíûìè

òî÷êàìè MT . Òîãäà ýêâèâàðèàíòíûé ðîä çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

φT (M) =
∑

p∈MT

σ(p)
n∏

j=1

1

f
(
⟨wj(p), x⟩

) ,
ãäå ⟨w, x⟩ = w1x1 + . . .+ wkxk äëÿ w = (w1, . . . ,wk).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, φT = hφ · Φ ãäå hφ(ui ) = f (xi ).
Çäåñü f (x) � ýêñïîíåíòà ô. ã. φFU , ò. å.
φFU(u1, u2) = f (f −1(u1) + f −1(u2)) è hφFU(u1, u2) = f (x1 + x2).
Îòñþäà ïîëó÷àåì hφ

(
[w j(p)](u)

)
= f (⟨w j(p), x⟩). □
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Ïðèìåð

Àóãìåíòàöèîííûé ðîä ε : ΩU → Z ñîîòâåòñòâóåò ðÿäó f (x) = x .
Îí îáðàùàåòñÿ â íóëü íà M2n ñ n > 0. Ôîðìóëà ëîêàëèçàöèè äà¼ò∑

p∈MT

σ(p)
n∏

j=1

1

⟨w j(p), x⟩
= 0.

Ïóñòü M = CPn ñ ïîêîîðäèíàòíûì äåéñòèåì T n+1. Èìååòñÿ n + 1
íåïîäâèæíûõ òî÷åê p0, . . . , pn, êàæäàÿ ñ åäèíñòâåííîé íåíóëåâîé
êîîðäèíàòîé. Âåñà w j(pk) = e j − ek ïðè 0 ⩽ j ⩽ n, j ̸= k , è êàæäûé
çíàê σ(pk) ïîëîæèòåëåí. Ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå òîæäåñòâî

n∑
k=0

∏
j ̸=k

1

xj − xk
= 0 .
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Ïðèìåð

Óíèâåðñàëüíûé òîðè÷åñêèé ðîä íà CP1 (ñî ñòàíäàðòíûì
S1-äåéñòâèåì) åñòü

Φ(CP1) =
1

u
+

1

ū

â U−2(CP∞), ãäå ū = [−1](u) � îáðàòíûé ðÿä â ô. ã. â êîáîðäèçìàõ.

Ðîä φ : ΩU → R æ¼ñòêèé íà CP1, åñëè åãî ðÿä f (x) óäîëåòâîðÿåò

1

f (x)
+

1

f (−x)
= c

â R ⊗Q[[x ]]. Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

f (x) =
x

b(x2) + cx/2
, ãäå b(0) = 1.

Â ÷àñòíîñòè, ðîä Òîääà td, ñîîòâåòñòâóþùèé f (x) = 1− e−x ,
óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ ñ c = 1. Çíà÷èò td æ¼ñòêèé íà CP1.
Õèðöåáðóõîì äîêàçàíî, ÷òî td ïîñëîéíî ìóëüòèïëèêàòèâåí
îòíîñèòåëüíî CP1.
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Ïðèìåð

Ìîæíî ðàññìîòðåòü S1-äåéñòâèå íà M = CP1 ñ òðèâèàëüíîé
ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé.
Çäåñü äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè ñî çíàêàìè 1 è −1, à âåñà ñóòü 1. Òîãäà

Φ(M) =
1

u
− 1

u
= 0,

÷òî âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî M ýêâèâàðèàíòíî áîðäàíòíî íóëþ.
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Åù¼ îäíî êëàññè÷åñêîå ïðèëîæåíèå ôîðìóëû ëîêàëèçàöèè � ôîðìóëà
Àòüè�Õèðöåáðóõà, âûðàæàþùàÿ χy -ðîä êîìïëåêñíîãî S1-ìíîãîîáðàçèÿ
÷åðåç äàííûå íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

Êðè÷åâåðîì ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ýòîé ôîðìóëû. Ðàññìîòðèì χa,b-ðîä,
çàäàííûé ðÿäîì

f (x) =
eax − ebx

aebx − beax
∈ Q[a, b].

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ

ñòàðøèé êëàññ ×æåíÿ cn[M] (a = b = −1);
ñèãíàòóðà L[M] = sign(M) (a = 1, b = −1);
ðîä Òîääà td(M) (a = 0, b = −1).
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Äëÿ T k -ìíîãîîáðàçèÿ M âûáåðåì ïîäãðóïïó-îêðóæíîñòü â T k ,
çàäàííóþ ïðèìèòèâíûì âåêòîðîì ν ∈ Zk :

S(ν) = {(e2πiν1φ, . . . , e2πiνkφ) ∈ T k : φ ∈ R}.

Òîãäà äëÿ S(ν) îáùåãî ïîëîæåíèÿ èìååì MS(ν) = MT . Âåñà
êàñàòåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé S(ν) â íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ p ñóòü
⟨w j(p), ν⟩, 1 ⩽ j ⩽ n.

Åñëè íåïîäâèæíûå òî÷êè MT èçîëèðîâàíû è MS(ν) = MT , òî

⟨w j(p), ν⟩ ≠ 0 ïðè 1 ⩽ j ⩽ n äëÿ âñåõ p ∈ MT .

Îïðåäåëèì èíäåêñ indν p êàê ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ âåñîâ â òî÷êå p:

indν p = #{j : ⟨w j(p), ν⟩ < 0}.
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Òåîðåìà (îáîáù¼ííàÿ ôîðìóëà Àòüè�Õèðöåáðóõà)

χa,b-ðîä ÿâëÿåòñÿ T k -æ¼ñòêèì íà ëþáîì M.

Åñëè MT êîíå÷íî, òî çíà÷åíèå χa,b-ðîäà çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

χa,b(M) =
∑

p∈MT

σ(p)(−a)indν p(−b)n−indν p

äëÿ ëþáîãî ν ⊂ Zk , óäîâëåòâîðÿþùåãî MS(ν) = MT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû ëîêàëèçàöèè ïîëó÷àåì

χS1

a,b(M) =
∑

p∈MT

σ(p)
n∏

j=1

aeb⟨w j (p),ν⟩x − bea⟨w j (p),ν⟩x

ea⟨w j (p),ν⟩x − eb⟨w j (p),ν⟩x
.

Ýòî âûðàæåíèå ëåæèò â Z[a, b][[x ]] (ò. å. íåîñîáî â íóëå), à ïîñòîÿííûé
÷ëåí ðàâåí χa,b(M).
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà. Îáîçíà÷èì ωj = ⟨w j(p), ν⟩ è
e(a−b)x = q; òîãäà ïðåäûäóùàÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

χS1

a,b(M) =
∑

p∈MT

σ(p)
n∏

j=1

a− b qωj

qωj − 1
.

Ïóñòü q →∞. Òîäà êàæäûé ìíîæèòåëü ñòðåìèòñÿ ê −b, åñëè ωj > 0,
è ê −a, åñëè ωj < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
q→∞

χS1

a,b(M) =
∑

p∈MT

σ(p)(−a)indν p(−b)n−indν p.

Àíàëîãè÷íî, ïðè q → 0 ïîëó÷àåì

lim
q→0

χS1

a,b(M) =
∑

p∈MT

σ(p)(−a)n−indν p(−b)indν p.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî χS1

a,b(M)
ïîñòîÿííà êàê ôóíêöèÿ îò q; òîãäà îíà ñîâïàäàåò ñ êàæäûì èç
ïðåäåëîâ âûøå. Äëÿ ýòîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî χS1

a,b(M) íå èìååò
ïîëþñîâ êàê ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ îò q ∈ C. □
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Êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ

2n-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ M ñ äåéñòâèåì òîðà T n è óñëîâèÿìè

äåéñòâèå òîðà T n ëîêàëüíî ñòàíäàðòíî, ò. å. ëîêàëüíî óñòðîåíî
êàê ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå T n â Cn;

ïðîñòðàíñòâî îðáèò åñòü ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê P ; èìååòñÿ
ïðîåêöèÿ π : M → P , ñëîè êîòîðîé � îðáèòû òîðà T n.

Ïðèìåðû âêëþ÷àþò ãëàäêèå ïðîåêòèâíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ è
êîìïàêòíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå 2n-ìíîãîîáðàçèÿ M ñ ãàìèëüòîíîâûì
äåéñòâèåì òîðà T n.

Êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ äàþò îáøèðíûé êëàññ ïðèìåðîâ
ñòàáèëüíî êîìïëåêñíûõ T n-ìíîãîîáðàçèé ñ èçîëèðîâàííûìè
íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè, äëÿ êîòîðûõ ðîäû Õèðöåáðóõà âû÷èñëÿþòñÿ
ÿâíî â òåðìèíàõ äàííûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê íà îñíîâå
ëîêàëèçàöèîííûõ ôîðìóë.
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Êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå M çàäà¼òñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïàðîé
(P, Λ), ãäå
P � ïðîñòîé n-ìåðíûé ìíîãîãðàííèê ñ m ãèïåðãðàíÿìè F1, . . . ,Fm,
Λ � öåëî÷èñëåííàÿ n ×m-ìàòðèöà.

Ñòîëáöû λi ìàòðèöû Λ çàäàþò 1-ìåðíûå ïîäãðóïïû â T n, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëèçàòîðàìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé
π−1(Fi ) ⊂ M, i = 1, . . . ,m.

Äëÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè p = Fj1 ∩ . . . ∩ Fjn îáîçíà÷èì ÷åðåç
aj1 , . . . , ajn âíóòðåííèå íîðìàëè ê ãèïåðãðàíÿì Fj1 , . . . ,Fjn ,
w j1(p), . . . ,w jn(p) äâîéñòâåííûé áàçèñ ê λj1 , . . . , λjn .

Ïðåäëîæåíèå

σ(p) = sign(det(aj1 , . . . , ajn) det(λj1 , . . . , λjn))

âåñà â òî÷êå p ñóòü wj1(p), . . . ,wjn(p).
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Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ìîæíî äîêàçàòü ïðèìåíÿÿ ëîêàëèçàöèîííóþ
ôîðìóëó ê êâàçèòîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèÿì:

Òåîðåìà (Ìóñèí)

2-ïàðàìåòðè÷åñêèé ðîä χa,b ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì T k -æ¼ñòêèì

ðîäîì.

Â ÷àñòíîñòè, ëþáîé T k -æ¼ñòêèé ðàöèîíàëüíûé ðîä åñòü χa,b äëÿ

íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ a, b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðîä χa,b æ¼ñòêèé ñîãëàñíî ôîðìóëå
Àòüè�Õèðöåáðóõà. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé T k -æ¼ñòêèé ðîä åñòü
χa,b, áóäåì ðåøàòü ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, âîçíèêàþùåå èç
ôîðìóëû ëîêàëèçàöèè äëÿ îäíîãî êîíêðåòíîãî T k -ìíîãîîáðàçèé. Åãî
îáùåå ðåøåíèå äàñò òðåáóåìûé âèä ðÿäà f (x).
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà. Ðàññìîòðèì êâàçèòîðè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå M = CP2 ñ íåñòàíäàðòíîé ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðîé, çàäàâàåìîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé

Λ =

(
1 0 1
0 1 −1

)
Èìååì òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè v1, v2, v3 ñî
çíàêàìè σ(v1) = −1, σ(v2) = 1, σ(v3) = 1
è âåñàìè {(1, 0), (1, 1)}, {(0,−1), (1, 1)}, {(0, 1), (1, 0)}.

Ïîäñòàâëÿ ýòè äàííûå â ôîðìóëó ëîêàëèçàöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî ðîä φ
ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì íà M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé
ðÿä f (x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

− 1

f (x1)f (x1 + x2)
+

1

f (−x2)f (x1 + x2)
+

1

f (x1)f (x2)
= c .

Ïåðåñòàâëÿÿ x1 è x2, ïîëó÷àåì

− 1

f (x2)f (x1 + x2)
+

1

f (−x1)f (x1 + x2)
+

1

f (x2)f (x1)
= c ,
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà. Âû÷èòàÿ, ïîëó÷àåì(
1

f (x1)
+

1

f (−x1)

)
1

f (x1 + x2)
=

(
1

f (x2)
+

1

f (−x2)

)
1

f (x1 + x2)
.

Îòñþäà

1

f (x)
+

1

f (−x)
= c ′ è

1

f (−x)
= c ′ − 1

f (x)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c ′. Ïîäñòàâëÿåì â èñõîäíîå óðàâíåíèå:(
1

f (x1)
+

1

f (x2)
− c ′

)
1

f (x1 + x2)
=

1

f (x1)f (x2)
− c ,

ïðåîáðàçóåì

f (x1 + x2) =
f (x1) + f (x2)− c ′f (x1)f (x2)

1− cf (x1)f (x2)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, f åñòü ýêñïîíåíòà ôîðìàëüíîé ãðóïïû Fa,b(u, v)
ñîîòâåòñòâóþùåé ðîäó χa,b ñ c ′ = −a− b è c = ab. □
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Äëÿ ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîãî T k -ìíîãîîáðàçèÿ (M, cT ) ñ äàííûìè
íåïîäâèæíûõ òî÷åê {w j(p), σ(p) : p ∈ MT , 1 ⩽ j ⩽ n} óðàâíåíèå∑

p∈MT

σ(p)
n∏

j=1

1

f
(
⟨w j(p), x⟩

) = c

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì æ¼ñòêîñòè äëÿ M.

Åãî ðåøåíèÿ f (x) äàþò ðîäû Õèðöåáðóõà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ æ¼ñòêèìè
(èëè ïîñëîéíî ìóëüòèïëèêàòèâíûìè) äëÿ äàííîãî
T k -ìíîãîîáðàçèÿ M.
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Íàïðèìåð, óðàâíåíèå æ¼ñòêîñòè äëÿ íåñòàíäàðòíîãî CP2, îïèñàííîãî
âûøå, åñòü

− 1

f (x1)f (x1 + x2)
+

1

f (−x2)f (x1 + x2)
+

1

f (x1)f (x2)
= c .

Åãî îáùåå ðåøåíèå f (x) = eax−ebx

aebx−beax
ñîîòâåòñòâóåò χa,b-ðîäó.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå æ¼ñòêîñòè äëÿ ñòàíäàðòíîãî CP2 åñòü

1

f (x1)f (x1 + x2)
+

1

f (−x1 − x2)f (−x2)
+

1

f (−x1)f (x2)
= c.

Íàðÿäó ñ f (x) = eax−ebx

aebx−beax
, îíî èìååò äðóãèå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ,

îïèñàííûå â ðàáîòå Áóõøòàáåðà è Áóíüêîâîé.
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Äðóãîé êëàññ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ìíîãîîáðàçèé ñ äåéñòâèÿìè òîðà è
èçîëèðîâàííûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè äàþò îäíîðîäíûå
ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíûõ ãðóïï. Îíè ÷àñòî äîïóñêàþò èíâàðèàíòíûå
ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû, â òîì ÷èñëå èíòåãðèðóåìûå, êîòîðûå
ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé.
Â òîïîëîãèè âàæíóþ ðîëü èãðàþò êîìïëåêñíûå è êâàòåðíèîííûå
ïðîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà, ïëîñêîñòü Êýëè, ìíîãîîáðàçèÿ Ãðàññìàíà
è ôëàãîâ.

Ïðèìåð

S6 = G2/SU(3) äîïóñêàåò G2-èíâàðèàíòíóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ
ñòðóêòóðó.

Äåéñòâèå ìàêñèìàëüíîãî òîðà T 2 èìååò 2 íåïîäâèæíûå òî÷êè ñ
âåñàìè (e1, e2,−e1 − e2) è (−e1,−e2, e1 + e2).
Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå æ¼ñòêîñòè åñòü

1

f (x1)f (x2)f (−x1 − x2)
+

1

f (−x1)f (−x2)f (x1 + x2)
= c .
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Ðîä Êðè÷åâåðà

Òåîðåìà

Ïðè c ̸= 0 îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ æ¼ñòêîñòè

1

f (x1)f (x2)f (−x1 − x2)
+

1

f (−x1)f (−x2)f (x1 + x2)
= c

çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé f (x) = eαx

Φ(x ,z) , ãäå Φ(x , z) = σ(z−x)
σ(z)σ(x)e

ζ(z) x �

ôóíêöèÿ Áåéêåðà�Àõèåçåðà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé y2 = 4x3− g2x − g3,
σ(z) ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, ζ(z) = (lnσ(z))′, ℘(z) = −(lnσ(z))′′.

Ðîä Êðè÷åâåðà � ýòî ðîä Õèðöåáðóõà, ñîîòâåòñòâóþùèé f (x) = eαx

Φ(x ,z) .

Óíèâåðñàëüíûé ðîä Êðè÷åâåðà φK çàâèñèò îò 4 ïàðàìåòðîâ
α, ℘(z), ℘′(z), g2, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå.

Óíèâåðñ. ýëëèïò. ðîä φell ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé α = ℘′(z) = 0 â φK.
Äðóãèì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ χa,b-ðîä.
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Æ¼ñòêîñòü íà SU-ìíîãîîáðàçèÿõ

SU-ìíîãîîáðàçèå ýòî ñòàáèëüíî êîìïëåêñíîå ìíîãîîáðàçèå M ñ
c1(M) = 0. Íàïðèìåð, S6 ñ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé âûøå.

Òåîðåìà Êðè÷åâåðà: ðîä φK ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì íà SU-ìíîãîîáðàçèÿõ.
Òåîðåìà Áîòòà�Òàóáñà: ýëëèïòè÷åñêèé ðîä ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì íà
ñïèíîðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ.

Òåîðåìà (Áóõøòàáåð�Ï�Ðýé, ×åðíûõ)

Ðîä Êðè÷åâåðà φK ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ðîäîì, æ¼ñòêèì íà

SU-ìíîãîîáðàçèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ � ðîä, æ¼ñòêèé íà SU-ìíîãîîáðàçèÿõ. Åñëè
φ(S6) = c ̸= 0, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû âûøå.
Åñëè φ(S6) = 0, òî íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå æ¼ñòêîñòè äëÿ
êâàçèòîðè÷åñêîãî 10-ìåðíîãî SU-ìíîãîîáðàçèÿ L(2, 3).
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